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Aufgabenstellung. Gegeben seien eine reguldre Matrix A € R™*" sowie eine rechte
Seite b € R™. Eine Moglichkeit zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b ist das
GauBlsche Eliminationsverfahren, das im Folgenden mit und ohne Pivot-Suche realisiert
werden soll.

Erinnerung. Das Matrix-Vektor-Produkt b := Az € R"™ ist komponentenweise durch

bj:ZAjkak firj=1,...,n

k=1

definiert.



Aufgabe 1 (2 Punkte). Essei A € R™" eine reguldre obere Dreiecksmatrix, d.h.

@11 a2 @13 ... Qin

Q22 A23 ... dagp

A — aszsz ... Qagp
0 Unn,

bzw. aj; = 0 fiir 7 > k. Dann gilt a;; # 0 fiir alle j = 1,...,n, und zu gegebenem b € R"
existiert ein eindeutiges z € R™ mit Az = b. Leiten Sie —in Form eines mathematischen
Beweises— eine Formel her, um die Koeffizienten z; zu berechnen. Schreiben Sie dazu
das Matrix-Vektor-Produkt b = Az komponentenweise fiir b; mit j = 1,...,n als Summe
hin und {iiberlegen Sie sich, wie die spezielle Gestalt von A die Laufindizes der Summe
vereinfacht.

Loésung zu Aufgabe 1.



Aufgabe 2 (6 Punkte). Schreiben Sie mittels geeigneter Schleifen eine Funktion
solveU, die die hergeleitete Formal aus Aufgabe 1 realisiert und x berechnet.

Losung zu Aufgabe 2.



Aufgabe 3 (10 Punkte). Falls die reguldre Matrix A € R™™ keine obere Dreiecks-
matrix ist, kann man A durch geeignete Eliminationsschritte auf obere Dreiecksgestalt
bringen. Dies ist auch das Vorgehen, wenn man ein lineares Gleichungssystem héndisch
16st:

e Im ersten Eliminationsschritt zieht man geeignete Vielfache der ersten Zeile von den
iibrigen Zeilen ab und erhélt dadurch eine Matrix der Form

a1 a2 ... Qip
0 ag2 ... QAgpn

A= ,
0 ap ... aun

e Im zweiten Eliminationsschritt zieht man nun geeignete Vielfache der zweiten Zeile
von den iibrigen Zeilen ab und erhélt eine Matrix der Form

aip G2 a3 ... Qaip
0 99 A23 ... Q9p

A= 0 0 asz3 ... aog ,
0 0 ap3 ... QApp

e Nach n — 1 Eliminationsschritten erhilt man also eine obere Dreiecksmatrix A.

Man beachte, dass auch die rechte Seite b € R™ geeignet modifiziert werden muss. Das
resultierende Gleichungssystem Az = b mit reguldrer oberer Dreiecksmatrix kann dann
mittels solveU aus Aufgabe 2 gelost werden. Schreiben Sie eine Funktion gauss, die
diesen Algorithmus realisiert und die Losung x € R" eines Gleichungssystems Ax = b
abschliefend mittels Aufruf von solveU berechnet. — Machen Sie sich das Vorgehen
zunichst an einem selbstgewihlten Beispiel mit A € R3*3 klar.

a1n a2 ar2
Betrachtung des Beispiels A= | a1 a ass
ag1 asz dass



Losung zu Aufgabe 3.



Aufgabe 4 (4 Punkte). Schreiben Sie eine verbesserte Version der Funktion gauss,
bei der Sie die Schleifen weitestgehend durch geeignete Matlab-Arithmetik ersetzen.

Losung zu Aufgabe 4.



Aufgabe 5 (8 Punkte). Das Gaufische Eliminationsverfahren scheitert, falls im k-ten
Schritt az, = 0 gilt, auch wenn das Gleichungssystem Ax = b eine eindeutige Losung x
besitzt, so beispielsweise in den Fallen

1 1 a13
A:(O a12) oder A= 1 1 a9

a a
21 2 a31 32 33

Deshalb kann man das Verfahren um eine sogenannte Pivot-Suche erweitern:
e Im k-ten Schritt wéhlt man aus ag, . . ., a,, das betragsgréfite Element ayy,.
e Dann vertauscht man die k-te und die p-te Zeile von A (und b).
e Schlieflich fithrt man den Eliminationsschritt aus wie zuvor.

Schreiben Sie eine Funktion gausspivot, die dieses Vorgehen realisiert. Implementieren
Sie die Funktion méglichst rechendkonomisch. Sofern moglich, vermeiden Sie insbesondere
das unnotige Kopieren von Speicher.



Losung zu Aufgabe 5.



