
Übungen zu Fana2 WS11, 6.̈Ubung

1. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel der fünftenÜbung gebe man die De-
fekt Indizes vonT00 an. Weiters berechne manσ(A) (insbesondere: ist∞ ∈
σ(A)?), sowie die Resolvente (A − λ)−1, λ ∈ ρ(A) des OperatorsA.

Hinweis: Lösen Sie mit der Meth. d. Variation der Konstanten die DG− f ′′−λ f =
g, g ∈ C([0, 1]) unter den Randbedingungenf (0) = f (1) = 0. Stellen Sie die
Lösung als Integral dar. Zeigen Sie, dass dieses Integral dann auch die Lösung
von (A − λ) f = g für beliebigeg ∈ L2[0, 1] ist.

2. SeiH ein Hilbertraum,S ⊆ H × H eine symmetrische und abgeschlossene Re-
lation. Man zeige, dass im Falle von endlichen Defekt Indizes (n+, n−) immer
codimS S ∗ = n+ + n−, wobei codimS S ∗ = dimS ∗/S .

Wie groß ist dann codimS A, wennn+ = n− undA eine selbstadjungierte Erwei-
terung vonS in H × H ist?

3. SeiH ein Hilbertraum,S ⊆ H ×H eine symmetrische Relation. Zeigen Sie, dass
dann auchS ⊞ ( {0} × (domS )⊥ ) eine symmetrische Relation ist.

Zeigen Sie weiters, dass wenn zusätzlichS abgeschlossen und ein Operator ist,
der Defekt Indizes (1, 1) hat, es immer genau eine selbstadjungierte Erweiterung
A0 in H × H gibt mit mulA0 , {0}. Alle anderen selbstadjungierten Erweiterun-
gen sind Operatoren.

4. Seiµ ein nicht negatives Borelmaß aufR mit
∫
R

1
|t|+1 dµ(t) < +∞. Betrachte

auf H = L2(R,B, µ,C) die lineare RelationMt := {( f ; g) ∈ H × H : t f (t) =
g(t) µ − f.ü.}. Zeigen Sie, dassMt ein selbstadjungierter Operator ist.

Weiters zeige man, dass allef ∈ domMt integrierbar bzgl.µ sind. Schließlich
sei S ≤ H × H die Relation{( f ; g) ∈ Mt :

∫
R

f dµ = 0}. Zeigen Sie, dassS
symmetrisch mit Defect (1, 1) ist, und dass fürz ∈ C\R der Raum ran(S −z̄)⊥ von
(t 7→ 1

t−z ) aufgespannt wird. Was mussµ erfüllen, damitS nicht dicht definiert
ist?

Hinweis: FürM∗t = Mt betrachten Sie ((Mt − z)−1)∗!

5. Sei (ηn)n∈N∪{0} eine Folge von reellen Zahlen, sodass für jedesN ∈ N und
α0, . . . , αN ∈ C

N∑

i, j=0

αiα j ηi+ j ≥ 0.

Betrachte den Raum aller PolynomeC[z] versehen mit dem Skalarprodukt

〈

N∑

i=0

aiz
i,

N∑

j=0

b jz
j〉 := aib j ηi+ j.

Man zeige, dassN := {p(z) ∈ C[z] : 〈p, p〉 = 0} ein linearer Unterraum vonC[z]
ist, und dass (C[z]/N, 〈., .〉), wobei〈p+N, q+N〉 = 〈p, q〉, ein Prähilbertraum ist.
Mit H werde die Vervollständigung davon bezeichnet.



Nun seiS ⊆ H × H definiert als

S := {(p(z) + N; zp(z) + N) ∈ H × H : p ∈ C[z]}.

Man zeige, dassS eine symmetrische lineare Relation ist, wobei der Abschluss
vonS und damit auchS Defekt Indizes (0, 0) oder (1, 1) hat.

Hinweis: Bestimme zunächst ran(S − λ) für λ ∈ C± als Teilmenge vonC[z]. Um
die Gleichheit von dim(ran(S − λ))⊥ und dim(ran(S − λ̄))⊥ zu zeigen, betrachte
man die konjugiert lineare Abbildungp 7→ p̄ vonC[z]/N nachC[z]/N bzw. ihre
stetige Fortsetzung aufH.

6. Ist µ ein nichtnegatives endliches Borelmaß aufR, sodass alle Polynomep(t)
überR nachµ integrierbar sind, so nennt man die Zahlenηn =

∫
tn dµ, n ∈

N ∪ {0} die Momente des Maßesµ. Man zeige, dass diese Momente immer die
Positivitätsbedingung aus dem vorherigen Beispiel erfüllen.

Man zeige auch umgekehrt, dass es zu Zahlen (ηn)n∈N∪{0}, die diese Positivitäts-
bedingung erfüllen, immer ein nichtnegatives endliches Borelmaß aufR gibt,
sodass diese Zahlen genau die Momente dieses Maßes sind (Hamburgersches
Momentenproblem).

Hinweis: Betrachte eine selbstadjungierte Erweiterung von demS aus dem letz-
ten Beispiel.

7. SeiH ein RKHR auf einer MengeΩ mit KernfunktionK. Ω sei versehen mit
einer Topologie! Zeigen Sie:

Fallst 7→ K(t, s) für jedes festes ∈ Ω eine stetige Abbildung vonΩ nachC und
falls t 7→ K(t, t) eine lokal beschränkte Abbildung ist (zu jedemx ∈ Ω gibt es
eine UmgebungU von x und einCU ≥ 0, sodassK(t, t) ≤ CU für alle t ∈ U), so
sind alle f ∈ H stetig.

Zeigen Sie, dass unter der Annahme, dass die Topologie aufΩ lokalkompakt ist,
auch die Umkehrung gilt!

8. Mit der Notation aus Beispiel 6 der 4tenÜbung zeige man, dass alle Funktionen
g ∈ H stetig sind, fallsf stetig ist. Dabei seiG eine topologische Gruppe – alsoG
mit einer Topologie versehen, dasss 7→ s−1, G → G, und (s; t) 7→ st, G×G → G
stetig sind.

Weiters zeige man, dass in diesem Fall auch die Funktiont 7→ Ut von G nach
B(H) stark stetig ist; dh.t 7→ Utg ist stetig für alleg ∈ H.

Hinweis: Betrachten Sie zuerst‖Utks − Urks‖
2 für t → r in G und festess ∈ G;

dann‖Utg − Urg‖2, wobeig eine Linearkombination vonks ist, und schließlich
‖Utg − Urg‖2 für g ∈ H.

9. Für einen unbeschränkten selbstadjungierten Operatoren A zeige man, dass
(eitA)t∈R eine Gruppe von unitären Operatoren bilden.

Weiters zeige man mit Hilfe des Funktionalkalküls, dass limt→0
1
t (eitAg−g) = iAg

für alle g ∈ dom(A).

Hinweis: Es gilteits−1
t = i

∫ s

0
eitτ dτ.


