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Aufgabe 1. Seien Q C R” ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C', b: R® — R lipschitzstetig
und f € L?(Q). Zeige mithilfe des Fixpunktsatzes von Banach, dass fiir eine hinreichend
kleine Lipschitzkonstante L; die semilineare Gleichung

—Au+b(Vu) = f in Q,
u=0 auf 99,

eine eindeutige schwache Losung u € H} (Q) besitzt.

Aufgabe 2. Seien Q C R” ein beschrinktes Gebiet mit 92 € C?, 0 < f < 1 und f €
L?(2). Zeige (dhnlich wie im Beweis zu Satz 2.5, bzw. Rechnung auf Seite 22), dass das
Randwertproblem

—Au=|Vul’ + f(z) nQ, wu=0 aufdQ,
eine schwache Losung u € H?(Q) N Hg () besitzt.
Hinweis: Wihle K = {u € H'(Q) : |Jul| g2(q) < M}.

Aufgabe 3. Betrachte auf einem beschriinkten Gebiet  C R™ mit 9Q € C! die quasilineare
Gleichung

—div(a(u)Vu) = f inQ, u=0 auf0f,
wobei a € C°(R) N L>®(R), a(u) > a > 0 fiir v € R und f € L?(Q). Definiere den Fixpunkt-
operator S : L?(Q) x [0,1] — L%*(Q), S(v,0) = u, wobei u die Lésung von

—div(a(v)Vu) =0cf inQ, u=0 aufd,

ist. Zeige, dass die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Leray-Schauder erfiillt sind und
schliee die Existenz einer schwachen Losung der obigen nichtlinearen Gleichung.

Aufgabe 4. Sei ) C R" ein beschrénktes Gebiet mit 92 € C 1 und sternférmig beziiglich
null, d.h. {Az |0 <\ <1} C Q fiir alle x € Q. Sei weiters u € C?(f2) eine klassische Losung
von

~Au=[uf 'y inQ, wu=0 aufd,
wobei Z—f% < p < oo. Das Ziel ist zu beweisen, dass v = 0 in ).
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1. Schritt: Zeige, dass u folgende Gleichung erfiillt:
n—2

1 n
Vu2d:c+/ Vuzx-de:/ ulPtde,
5 [Vl g [ vulevs= 2l

wobei v der duflere Normaleneinheitsvektor auf §2 ist. Multipliziere dafiir die Differen-
tialgleichung mit x - Vu und verwende partielle Integration. Verwende auerdem (ohne
Beweis), dass aus u = 0 auf 99 folgt, dass Vu = £|Vulv.

2. Schritt: Multipliziere die Differentialgleichung mit u und integriere partiell, um eine
weitere Gleichung zu erhalten und kombiniere diese mit der Gleichung aus Schritt 1.
Verwende auerdem (ohne Beweis), dass fiir ein sternférmiges Gebiet gilt, dass x-v > 0
fiir alle = € 09.




