UBUNGEN ZU “NICHTLIN. PART. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN?”
BLATT 9 (7.6.2018)

ANITA GERSTENMAYER

Aufgabe 1. Betrachte die Porése-Medien-Gleichung
u—A@W™)=0 inR" t>0,

mit einer Konstanten m > 1 und sei u > 0 eine glatte Losung mit lim ;o u(x,t) = 0 und
lim, o Vu(z,t) = 0.

(i) Sei o« +1 = am + 2. Leite fiir die Funktion v : R — R, definiert durch u(x,t) =
t~(t~P|z|), eine gewohnliche Differentialgleichung her.

(ii) Berechne eine radialsymmetrische Losung der Pordse-Medien-Gleichung fiir den Fall
o =np.
Hinweis: Multipliziere die gewohnliche Differentialgleichung zuerst mit r"~! = |z
und integriere die resultierende Gleichung.
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Aufgabe 2. Betrachte weiterhin die in Aufgabe 1 berechnete radialsymmetrische Losung
u(z,t) der Porose-Medien-Gleichung.

(i) Skizziere die Funktion u(-,t) fiir verschiedene Zeitpunkte und bestimme die Stetigkeit
und Differenzierbarkeit.

(i) Zeige, dass u(-,t) — MJ fir ¢ — 0 im distributionellen Sinn, wobei 0 die Delta-
Distribution mit Pol in 0 und M eine positive Konstante ist.

Aufgabe 3. Sei ) ein beschranktes Gebiet mit glattem Rand. Sei 0 < uy € C5°(€2) und w,
fir n € N die Losung von

Oy, = A(up) in Q x (0,7),
up = 1 auf 0Q x (0,7,
un(0) = up + % in Q.

Zeige, dass 0 < upy1 < up, in Q x (0,7) fiir alle n € N gilt.

Hinweis: Verwende (ohne Beweis), dass aufgrund der Regularitéit der Anfangsdaten sogar
HvunHLo<J < Cn gﬂt‘
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Aufgabe 4. Seien () C R” eine offene Menge, 0 < s < 1 und 1 < p < oo. Seien ferner
f: R — R eine holderstetige Funktion mit f(0) = 0, d.h. |f(x) — f(y)| < cglr — y|? fiir alle
xz,y € R, wobei cg >0 und 0 € (0,1), und u € W*P(Q). Zeige:

Hf(u)Hwﬂs,p/e(Q) < CHHUH%/W(Q).

Zeige auBerdem, dass W*'P(Q) stetig in W*P () eingebettet ist fiir 0 < s < s’ < 1.



