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ANITA GERSTENMAYER

Aufgabe 1. Betrachte die Poröse-Medien-Gleichung

ut −∆(um) = 0 in Rn, t > 0,

mit einer Konstanten m > 1 und sei u ≥ 0 eine glatte Lösung mit lim|x|→∞ u(x, t) = 0 und
lim|x|→∞∇u(x, t) = 0.

(i) Sei α + 1 = αm + 2β. Leite für die Funktion v : R → R, definiert durch u(x, t) =
t−αv(t−β|x|), eine gewöhnliche Differentialgleichung her.

(ii) Berechne eine radialsymmetrische Lösung der Poröse-Medien-Gleichung für den Fall
α = nβ.
Hinweis: Multipliziere die gewöhnliche Differentialgleichung zuerst mit rn−1 = |x|n−1

und integriere die resultierende Gleichung.

Aufgabe 2. Betrachte weiterhin die in Aufgabe 1 berechnete radialsymmetrische Lösung
u(x, t) der Poröse-Medien-Gleichung.

(i) Skizziere die Funktion u(·, t) für verschiedene Zeitpunkte und bestimme die Stetigkeit
und Differenzierbarkeit.

(ii) Zeige, dass u(·, t) → Mδ für t → 0 im distributionellen Sinn, wobei δ die Delta-
Distribution mit Pol in 0 und M eine positive Konstante ist.

Aufgabe 3. Sei Ω ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. Sei 0 ≤ u0 ∈ C∞0 (Ω) und un
für n ∈ N die Lösung von 

∂tun = ∆(umn ) in Ω× (0, T ),

un = 1
n auf ∂Ω× (0, T ),

un(0) = u0 + 1
n in Ω.

Zeige, dass 0 ≤ un+1 ≤ un in Ω× (0, T ) für alle n ∈ N gilt.
Hinweis: Verwende (ohne Beweis), dass aufgrund der Regularität der Anfangsdaten sogar
‖∇un‖L∞ ≤ Cn gilt.
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Aufgabe 4. Seien Ω ⊂ Rn eine offene Menge, 0 < s < 1 und 1 < p < ∞. Seien ferner
f : R → R eine hölderstetige Funktion mit f(0) = 0, d.h. |f(x) − f(y)| ≤ cH |x − y|θ für alle
x, y ∈ R, wobei cH > 0 und θ ∈ (0, 1), und u ∈W s,p(Ω). Zeige:

‖f(u)‖W θs,p/θ(Ω) ≤ cH‖u‖
θ
W s,p(Ω).

Zeige außerdem, dass W s′,p(Ω) stetig in W s,p(Ω) eingebettet ist für 0 < s ≤ s′ < 1.


