Ubungen zu Fanal SS11, TUbung

1. SeiH ein Hilbertraum und/ € B(H). Zeigen Sie, dass folgende Aussagen aqui-
valent sind:

(i) Vistisometrisch.
(if) Fur jedes Orthonormalsystefn, : a € A}ist {Uu, : a € A} wieder ein
Orthonormalsystem.

(iii) Es existiert ein vollstandiges Orthonormalsystem (ONB) : « € A},
sodasgUu, : a € A} ebenfalls ein Orthonormalsystem ist.

SchlieBlich zeigen Sie, das8V = | und dass/V* die orthogonal-Projektion
auf ranV. Geben Sie ein Beispiel eines isometrischer B(H) an, das nicht
unitar ist.

2. e SeienH ein Hilbertraum undM ein abgeschlossener Unterraum. Weiters
bezeichney : M — H die Einbettungsabbildung(x) = x, x € M. Man
bestimme die Hilbertraumdjungierte vog.

e SeiX eine Mengey eino-endliches MaR auf undk € L?(uxu). Betrachte
den Integraloperatdf mit Kernk, das ist der Operator

(KF)(X) := f K(x, t) f (£)dlue(t) -
X

Bekannterweise isK € B(L?(u)). Man zeigeK* ist ein Integraloperator
der gleichen Bauweis. Bestimmen Sie dabei das entspreekend

3. Zeigen Sie: Séi € B(H) positiv, daherTx, x) > 0 fur allex € H. Dann existiert
genau ein (1!!) positiver Operatdk € B(H) mit T = A2. Man bezeichnef als
Tz.IstT kompakt, so zeige man, dass al]'c%]kompakt ist.

Hinweis: Wie stehen die Spektralmale vbandA in Relation?

4. SeiH ein Hilbertraum. Ein Operatow/ mit der Eigenschaft, das#/|xerw):
isometrisch ist, heiypartielle Isometrie. Zeige: SeiT € B(H). Dann existiert
ein positiver OperatoA und eine partielle IsometrigV mit kerW = kerA,
ranW = ranT, sodas§ = WA. Man spricht von dePolarzerlegung eines Ope-

rators.
Hinweis: DefiniereA als (I'*T)%.

5. Die Schmidt-Reihe fur einen kompakten OperatorTSeiB(H) kompakt. Dann
existieren Orthonormalsysteme

{pn:n=22..}, {Un:n=12..1},

sowie Zahlers, mit0 < ... <, < $.1 <... <5 = |[T||, sodass gilt

T =2 s ¢nn,

wobei die Reihe in der Operatornorm konvergiert. Bj@eiRen s-Zahlen von,
und ihre Quadrate sind gerade die Eigenwerte Voh.

Hinweis: Verwende die Polarzerlegung vbrund den Spektralsatz farT.



. SeiH ein Hilbertraum und sd? € B(H) eine orthogonal-Projektion. Berechnen
Sied(P), op(P) sowie das dazugehorige Spektralniao(P) — B(H).

. SeiA : L?[0,1] — L?[0, 1] definiert durch Af)(x) = if[o q Fda- : 0y AL

Zeigen Sie, dasa ein kompakter selbstadjungierter Operator ist.
Bestimmen SigAll, o(A), op(A), 1(A), y-(A), y+(A), W(A).

. SeiA wie im vorherigen Beispiel. Bestimmen Sie fiir allee op(A) die Ei-
genraume keK — Al) sowie das dazugehorige Spektralntafio(A) — B(H).
SchlieRlich gebe man eine ONB wie im Spektralsatz fur sathangierte kom-
pakte Operatoren an!

. SeiA = A" € B(H), und seiE das dazugehorige Spektralmal. Hie R sei
E, = E(o(A) N (—c0, 1]).

Zeigen Sie, dass fur ein stetiges [y-(A), v+ (A)] — C das Riemann-Stieltjes
Integral

¥+(A) n(R)
f ¢ dE, := wlzi‘rgoz P(aj)(Eg — Egu)s
- M- =

wobei die Riemannzerlegurfg die Stutzstellerg; und die Zwischenstellea;
hat, beztglich der Operatornorm gegﬁam(,(A)dE konvergiert.

Bemerkung: Das ist die klassische Art und Weise, @igg) definiert ist.



