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Dirk Praetorius

Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in Scientific Computing

Projekt 1

Aufgabe 1.1. Uberlegen Sie sich einen adaptiven Algorithmus, der, basierend auf einer hp-
Quadratur, Integrale der Gestalt

erz/abfdx

numerisch berechnet. Formulieren Sie diesen Algorithmus als Pseudo-Code und implementieren
Sie ihn in MATLAB.

Aufgabe 1.2. Uberlegen Sie sich mindestens zwei geeignete Testfille und vergleichen Sie Thr
Programm mit einer uniformen h-Methode und einer p-Methode. Visualisieren Sie die Vergleiche
geeignet. Was ist die geeignete Bezugsgrofie auf der x-Achse?

Aufgabe 1.3. Betrachten Sie Qf := fol log(x) dx und plotten Sie das Konvergenzverhalten
Thres Verfahrens gegen die hp-Strategie aus der Ubung (Serie 2).

Aufgabe 1.4. Basierend auf der Duffy-Transformation (siehe Vorlesung) und uniformer Rot-
Verfeinerung, kann man Quadraturformeln entwickeln, die fiir ein nicht-entartetes Dreieck 1" C
R? das Integral

Qf :=/dex

approximieren. Es sei p € N der 1D Quadraturgrad. Welche Konvergenzordnung |Qf — Qn f| =
O(h*) erwarten Sie fiir glattes f in diesem Fall (Beweisidee!)?

Aufgabe 1.5. Entwickeln Sie, basierend auf Duffy-Transformation und Rot-Verfeinerung, eine
adaptive hp-Quadratur, die fiir ein nicht-entartetes Dreieck 7" C R? ein Integral der Gestalt

Qf :=/dex

berechnet. Formulieren Sie diesen Algorithmus als Pseudo-Code und implementieren Sie ihn in
MATLAB.

Aufgabe 1.6. Uberlegen Sie sich mindestens zwei geeignete Testfille und vergleichen Sie
Ihr Programm mit einer uniformen h-Methode (d.h. iterierter Rot-Verfeinerung) und einer p-
Methode. Visualisieren Sie die Vergleiche geeignet.

Aufgabe 1.7. Fiir das Referenzdreieck T' = conv{(0,0), (1,0), (0,1)} betrachten Sie Qf :=
Jplog|z|de und Qf := [, log |x1] dz und plotten Sie das Konvergenzverhalten IThres Verfahrens
fiir beide Beispiele im Vergleich zu einer uniformen h-Methode und einer p-Methode.
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Projekt 2

Aufgabe 2.1. Schreiben Sie den Code fiir eine P1-FEM fiir das 1D Modellproblem
—(au) + Bu' +yu=f in Q=(0,1)

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(0) =0 =u(l).

Betrachten Sie dabei den Fall variabler Koeffizienten «, 3,7 : [0,1] — R, wobei Sie die auftre-
tenden Integrale durch Quadratur realisieren.

Aufgabe 2.2. Wie muss man die Quadratur wihlen, damit das Verfahren nicht wesentlich
gestort wird (inkl. Beweis!)?

Aufgabe 2.3. Sei 7, eine Partition von [0,1]. Ersetzen Sie in Threr Implementierung die
Funktionen a, 3, durch ihre 7Tp,-stiickweisen Integralmittel a7, 87,y € P(T), z.B.

1
Y7l ::—/’yda: fir T € Ty,
Tl Jr

Wird dadurch die Verfahrensordnung gestort?

Aufgabe 2.4. In der Praxis kontrolliert man Quadraturfehler, indem man die Terme der
Gestalt || — a7z 0,1), I8 — BTll2(0,1) und [|v — 7|1 (0,1) implementiert. Dabei berechnet
man beispielsweise sowohl

1
V7l = —/vdw
T} Jr

als auch

Iy — ’YTHLl(o,l)

durch dieselbe Quadraturformel. Welche Konvergenzordnung Qv := ||y — v7| 1101y = O(h%)
erwarten Sie? Wie muss man die Quadraturformel wéihlen, damit der berechnete Wert 05,7y eine
Approximation hohrer Ordnung ist, d.h. |Qy — Quy| = O(R?) mit B > « (inkl. Beweis!)?

Aufgabe 2.5. Verifizieren Sie fiir mindestens zwei glatte Funktionen ~ die richtige Wahl
der Quadraturformel numerisch, d.h. zeigen Sie, dass fiir eine Implementierung @h’y hoherer
Ordnung Qpvy und @;ﬂ dieselbe Konvergenzordnung haben, aber |Qpy — @hﬂ von hoherer
Ordnung ist. Visualisieren Sie dies geeignet!

Aufgabe 2.6. Wie sollte man die Quadraturordnungen fiir die Terme ||a — a7 ||fe(0,1) und
18 = B7llL2(0,1) wéihlen (inkl. Beweis!)?

Aufgabe 2.7. Losen Sie numerisch das Modellproblem mit o« = 1, 8 = 0 und (stark) oszil-
lierender Funktion v : (0,1) — R>¢. Plotten Sie den Verfahrensfehler von u — uy, geeignet, und
zeichnen Sie auch den Datenapproximationsfehler Qv = ||y — y7[11(0,1) ein.
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Projekt 3

Aufgabe 3.1. Implementieren Sie eine P2-FEM fiir ein 1D Modellproblem
—au” + pu' +yu=f inQ=(0,1)

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(0) =0 =u(l).

und konstanten Koeffizienten a, 5,7 € R, d.h. als Ansatz- und Testraum verwenden Sie Sg (Tn) ==
P2(Tn) N C0,1]. Gilt S3(Tp,) € H(0,1) (Beweis!)?

Aufgabe 3.2. Unter welchen Voraussetzungen an «, 3,7 € R ist das Modellproblem eine
elliptische Gleichung?

Aufgabe 3.3. Was sind geeignete Basisfunktionen fiir die P2-FEM und wieso?

Aufgabe 3.4. Welche Konvergenzordnung ||u — up||g1(ap) = O(h®) erwarten Sie, falls die
exakte Losung glatt ist? Wie sollte man die Quadratur zur Aufbau der rechten Seite wéhlen,
um die Verfahrensordnung nicht zu stéren (Beweis!)?

Aufgabe 3.5. Implementieren Sie eine adaptive Netzverfeinerung, basierend auf dem (h —
h/2)-Schétzer fiir die P2-FEM.

Aufgabe 3.6. Vergleichen Sie im Fall « = 8 = v = 1 experimentell die Konvergenzrate fiir
uniforme Netzverfeierung und adaptive Netzverfeinerung. Machen Sie eine experimentelle Studie
tiber mindestens 10 verschiedene Wahlen des Adaptivitdtsparameters 0 < 6 < 1. Visualisieren
Sie den Fehler iiber der Anzahl Freiheitsgrade und iiber der bendétigten Rechenzeit. Wie ist
dabei die Rechenzeit sinnwvoll zu definieren? Was beobachten Sie?
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Projekt 4

Aufgabe 4.1. Implementieren Sie eine P2-FEM fiir ein 1D Modellproblem
—au” + pu' +yu=f inQ=(0,1)

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(0) =0 =u(l).

und konstanten Koeffizienten a, 5,7 € R, d.h. als Ansatz- und Testraum verwenden Sie Sg (Tn) ==
P2(T,) N CJ0, 1].

Aufgabe 4.2. Unter welchen Voraussetzungen an «, 3, v ist das Modellproblem eine elliptische
Gleichung?

Aufgabe 4.3. Was sind geeignete Basisfunktionen fiir die P2-FEM und wieso?

Aufgabe 4.4. Welche Konvergenzordnung ||u — up||g1(ap) = O(h®) erwarten Sie, falls die
exakte Losung glatt ist (Beweis!)?

Aufgabe 4.5. Beweisen Sie, dass P2-FEM mit uniformer Netzverfeinerung auf Konvergenz
fihrt.

Aufgabe 4.6. Wie sieht der gewichtete Residualschéitzer in diesem Fall aus? Leiten Sie ihn
her und beweisen Sie, dass dieser zuverldssig ist, d.h. eine obere Abschitzung fiir den Verfah-
rensfehler ||u — upl|1(0,1)-

Aufgabe 4.7. Implementieren Sie eine adaptive Netzverfeinerung, basierend auf dem Resi-
dualschétzer fiir die P2-FEM.

Aufgabe 4.8. Ist es analytisch gesichert, dass der adaptive Algorithmus auf Konvergenz von
up, gegen u fihrt?

Aufgabe 4.9. Vergleichen Sie im Fall « = § = v = 1 experimentell die Konvergenzrate fiir
uniforme Netzverfeierung und adaptive Netzverfeinerung. Machen Sie eine experimentelle Studie
tiber mindestens 10 verschiedene Wahlen des Adaptivitdtsparameters 0 < 6 < 1. Visualisieren
Sie den Fehler iiber der Anzahl Freiheitsgrade. Was beobachten Sie?
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Projekt 5

Aufgabe 5.1. Betrachten Sie das 2D Neumann-Problem

—Au=f in €,
Opu = ¢ aufl.

Beachten Sie, dass die Losung nur bis auf eine additive Konstante eindeutig ist, die z.B. durch
die Zusatzforderung fQ udx = 0 fixiert werden kann. Zeigen Sie, dass die schwache Formulierung

/Vu'Vvdaz:/fvdaz+/¢vds fiir alle v € H'(Q)
Q Q r

genau dann eine eindeutige Losung u € H}(Q) := {v € H(Q)| [,vdxz = 0} besitzt, wenn die
Daten fQ fdr+ fr ¢ ds = 0 erfiillen.

Aufgabe 5.2. Welche Konvergenzordnung erwarten Sie fiir die P1-FEM mit S}(73,) := {vh €
S'Y(Tn) ‘ Jo vndx =0} (Beweis!)?

Aufgabe 5.3. Implementieren Sie die P1-FEM fiir S}(7}), wobei Sie die Nebenbedingung
explizit ins Gleichungssystem einbauen, d.h. ihr Gleichungssystem hat die Form

A ¢\ (x\ (b
" 0)\N) o)
Dabei sind A und b die Galerkin-Daten beziiglich S!(7;,). Was ist der Vektor ¢ € RV ? Beweisen

Sie, dass dieses Gleichungssystem tatsichlich fquivalent zur Galerkin-Formulierung fiir S} (77,)
ist.

Aufgabe 5.4. Implementicren Sie die P1-FEM fiir SX(T;) = {vy € S'(Ty)|wn(z) = 0},
wobei z ein beliebiger Knoten von 7j, ist. Was ist eine geeignete Basis dieses Raums? Wie ist
der Zusammenhang zur vorausgegangenen Aufgabe? Welchen Vorteil hat die Galerkin-Matrix
dieses Verfahrens im Vergleich zum vorherigen Galerkin-System?

Aufgabe 5.5. Visualisieren Sie die Konditionszahlen der diskreten Systeme fiir beide P1-FEM
Verfahren. Was beobachten Sie? Wie erkliaren Sie sich das?

Aufgabe 5.6. Verifizieren Sie Ihr Ergebnis aus Aufgabe 5.2 numerisch anhand eines geeignet
gewdhlten Beispiels.
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Projekt 6

Betrachten Sie die P1-FEM fiir das 2D Modellproblem

—Au=f in €,
0
G_Z =¢ auf 'y,

u=0 aufI'p

mit gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen und I'p UTy =T, I'p N Ty = 0 sowie
|F D| > 0.

Aufgabe 6.1. Implementieren Sie einen adaptiven Algorithmus, basierend auf dem (h—h/2)-
Fehlerschétzer ny, == |[up/2 — un | g1 (q)-

Aufgabe 6.2. Implementieren Sie einen adaptiven Algorithmus, basierend auf dem (h—h/2)-
artigen Fehlerschitzer 7y, := [[uy, /o — Inup 2| 1 (o) mit dem nodalen Interpolationsoperators I.

Aufgabe 6.3. Beweisen Sie mit Hilfe eines Skalierungsarguments, dass die Abschiitzung
Clgp <7 < Cmy,

mit einer Konstante C' > 0 gilt, die nur von der Formregularitét o(7,) abhingt. Beweisen Sie
dazu, dass die lokalen Beitrdge von 7, sogar

=T < O . B . v -
nn(T) < (vherg%)llum Uh||L2(T)+Uh£}I(1Th)H (un/2 Uh)||L2(T))

fir alle T' € Ty, erfiillen.

Aufgabe 6.4. Ist der L?-Anteil in den Fehlerschiitzern n, und 7, wesentlich, oder reicht es,
wenn man statt || - [| g1(q) die H'-Seminorm [V()[lL2 () betrachtet?

Aufgabe 6.5. Visualisieren Sie auf mindestens drei verschiedenen Geometrien das Konver-
genzverhalten von 7, und 7, fiir uniforme, n-adaptive und np-adaptive Verfeinerung. Wie kann
man im Plot die vorausgegangene Abschéitzung empirisch verifizieren?
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Projekt 7

Betrachten Sie die P1-FEM fiir das 2D Modellproblem
—Au=f in €,
u=up aufl

mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen up : I' — R.

Aufgabe 7.1. Fiir die Netzverfeinerung im Inneren sind in der Simulation Glattungsschétzer
weit verbreitet. Dabei betrachtet man die lokalen Beitrédge von

= min |[Vu, —
h thSI(TmH = anllz2 o)

zur Markierung. Implementieren Sie eine Funktion, die die lokalen Beitrége von n;, zuriickgibt.

Aufgabe 7.2. Der Schitzer n, aus der vorausgegangenen Aufgabe benétigt die Berechnung
der L2-Orthogonalprojektion. Alternativ kann man Vuy, durch Postprocessing glitten, z.B.

h = |Vun — Jn(Vun)| 220

mit dem Clément-Operator Jj, : L2(Q)? — S*(73,)?, der knotenweise durch

Jnq(2) = —

= qdx fir z € K,
|wZ| Wz

definiert ist. Dabei bezeichnet w, := {x € T‘T € Ty mit z € T} den Patch von z € K.
Implementieren Sie eine Funktion, die die lokalen Beitréige von 7y, zuriickgibt.

Aufgabe 7.3. Die Glittungsschitzer sehen iblicherweise nicht die Approximation der Dirichlet-
Daten up. Diese kann bei nodaler Interpolation am Rand durch

oscy, = ||h1/2(UD - UDh)/||L2(F)

kontrolliert werden. Dabei bezeichnet ()" die Ableitung nach der Bogenlinge. Welche Ordnung
oscp, = O(h®) erwarten Sie fiir glattes up bestenfalls? Entwickeln Sie eine geeignete Quadratur-
formel, sodass das mittels Quadratur berechnete osc;, auf

loscy, — oscp| = O(h7)
mit 5 > « fiithrt, d.h. der Quadraturfehler ist von hoherer Ordnung.

Aufgabe 7.4. Implementieren Sie einen adaptiven Algorithmus, der das Netz, basierend auf
N (bzw. 1) und geeignet kombiniert mit pyp, verfeinert.

Aufgabe 7.5. Visualisieren Sie fiir uniforme und adaptive Netzverfeinerung die Grofien ny,
np und pp. Welche Konvergenzordnungen beobachten Sie?
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Projekt 8

Aufgabe 8.1. Betrachten Sie die P2-FEM fiir das 2D Modellproblem

—Au=f in €,
u=0 aufl,

d.h. wir approximieren u & uy, € Sg(Ty) := P*(Tp) N C(Q). Gilt S3(Tn) C H(T) (Beweis!)?

Aufgabe 8.2. Welche Dimension hat P?(T) fiir ein nicht-entartetes Dreieck T C R?? Ge-
ben Sie fiir das Referenzdreieck 7' = conv{(0,0),(1,0),(0,1)} geeignete Basisfunktionen an.
Begriinden Sie, warum diese geeignet sind!

Aufgabe 8.3. Implementieren Sie die P2-FEM fiir das Modellproblem in MATLAB.

Aufgabe 8.4. Welche Konvergenzrate ist maximal mit P2-FEM erreichbar? Unter welchen
Regularitdtsannahmen wird sie garantiert? (Beweisidee!)

Aufgabe 8.5. Verifizieren Sie Thre Aussage aus der vorausgegangenen Aufgabe anhand eines
geeignet gewéhlten Beispiels numerisch.

Aufgabe 8.6. Implementieren Sie, basierend auf dem (h—h/2)-Fehlerschitzer einen adaptiven
Algorithmus.

Aufgabe 8.7. Vergleichen und visualisieren Sie fiir mindestens drei verschiedene Geometrien
das Konvergenzverhalten von |lu — up|[g1(q) fiir uniforme und adaptive Netzverfeinerung.
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Projekt 9

Aufgabe 9.1. Implementieren Sie die P1-FEM fiir das 2D Reaktions-Diffusionsmodell

—cAu+u=f in Q,
u=0 aufl,

mit einem Parameter ¢ > 0.

Aufgabe 9.2. Leiten Sie die schwache Form des Modellproblems her und zeigen Sie, dass
diese eine eindeutige Losung u € H(Q2) hat.

Aufgabe 9.3. Welche Konvergenzrate erwarten Sie fiir die P1-FEM maximal (Beweisidee!)?
Beweisen Sie, dass diese Konvergenzrate im Allgemeinen nicht verbesserbar ist.

Aufgabe 9.4. Verifizieren Sie Thre Aussage aus der vorausgegangenen Aufgabe anhand eines
geeignet gewéihlten numerischen Experiments.

Aufgabe 9.5. Vergleichen und visualiseren Sie das Konvergenzverhalten [[u — upl| g (o) filr
f = 1 auf verschiedenen Geometrien und fiir ¢ € {10,1,1/10,1/100,1/1000}. Was beobachten
Sie?

Aufgabe 9.6. Welches Verhalten erwarten Sie im Fall ¢ — 07

Aufgabe 9.7. Was ist die geeignete Energienorm || - || fiir das Modellproblem? Implementieren
Sie, basierend auf dem (h—h/2)-Schitzer 7y, eine adaptive Netzverfeinerungsstrategie, wobei Sie
fiir 7, verschiedene Normen verwenden — zumindest || - || g1(q), [IV(+)[|z2(q) und Energienorm.

Aufgabe 9.8. Vergleichen und visualisieren Sie fiir mindestens zwei verschiedene Geometrien
das Konvergenzverhalten |u — uy|| fiir uniforme und adaptive Netzverfeinerung, basierend auf
den verschiedenen n,-Schétzern. Was beobachten Sie?
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Projekt 10

Aufgabe 10.1. Ziel ist es, die Gleichung

—Au=0 in{
u=g¢g aufl

durch eine Randelementmethode zu 16sen. Die zu (1) dquivalente Integralgleichung lautet
Vo= (K+1/2)g,

und nodale Interpolation Gy von ¢ fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
Vx =Kg+ %Mg,

welches Sie durch Routinen aus der Ubung lésen kénnen.

Aufgabe 10.2. Der Fehler, der durch die nodale Interpolation Gy von ¢ induziert wird, kann
durch sogenannte Oszillationsterme

oscy = [|hy/* (g — Go)'ll Ly

kontrolliert werden. Schreiben Sie eine Routine, die fiir ein gegebenes Randgitter, g und G, die
elementweisen Beitrdge von osc% zuriickgibt. Verwenden Sie dazu die Erkenntnisse aus Ubung
2, Aufgabe 2.

Aufgabe 10.3. Um den Fehler der Galerkinlosung ®, € P°(T;) zu kontrollieren, kann man
den gewichteten Residualschitzer

o= ”h;/Q(V(I)g — (K +1/2)G) || y(m)

verwenden. Schreiben Sie eine Routine, die p, berechnet. Die Auswertungsroutinen fiir V' und
K haben sie bereits. Gehen Sie nun vor wie in der vorigen Aufgabe.

Aufgabe 10.4. Die Implementierung von osc, und p, bendtigt geeignete Quadrature. Wie
muss man die Quadratur wahlen, damit beispielsweise die faktisch berechnete Approximation
oscy von oscy auf hohere Ordnung fiihrt, d.h. fiir glattes g gelten

oscy = O(h") = o0sc, und |osc, — oscy| = O(hﬁ)

mit 0 < o < 5. Was miissen die gewdhlten Quadraturen erfiillen, und welchen konkreten Werte
a, B liefert dies?

Aufgabe 10.5. Schreiben Sie einen adaptiven Algorithmus, der durch den Fehlerschétzer

e = pg + 0sCy



gesteuert wird. Verwenden Sie die Dorfler-Strategie zur Markierung und die Netzverfeinerung
aus der Ubung. Welche Konvergenzordnung kénnen Sie durch ein uniformes Verfahren erhalten,
und welche Annahmen miissen sie an die exakte Losung stellen?

Aufgabe 10.6. Erfiillt die Funktion u(z,y) = real((x + iy)®) die PDE (1)? Das Gebiet Q
sei das L-Shape [—1,1]? \ [0,1]?, das durch 27 gegen den Uhrzeigersinn gedreht wurde und
mittels geeigneter Skalierung diam(£2) < 1 erfiillt. Lésen Sie dann die Randintegralgleichung fiir
a = 2/3 und plotten Sie py iiber der Anzahl der Freiheitsgrade fiir uniformen und adaptiven
Algorithmus.
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Projekt 11

Wir betrachten die Laplace-Gleichung mit Robin-Randbedingungen

—Au=f inQ
Bu+ Ohu=g aufl':=09Q,

wobei f € L?(Q), g € L*(T), 8 € L>°(T') und 8 > By > 0 fast iiberall auf I gilt.

Aufgabe 11.1. Wie lautet die schwache Formulierung von (2)7 Integrieren Sie partiell und
setzen Sie die Randbedingungen ein. Was ist eine mogliche physikalische Interpretation der
Robin-Randbedingung, z.B. im Fall ¢ = Sur und ur € R?

Aufgabe 11.2. Zeigen Sie, dass die schwache Formulierung eine eindeutige Losung besitzt.
Benutzen Sie dazu folgenden Satz aus der Vorlesung:

Satz: Es sei | - | eine stetige Halbnorm auf H!(£2) mit

el =0 = ¢=0 firalleceR
Dann ist ||Vul|;2(q) + |u| eine dquivalente Norm auf H'(€2). [ |
Was passiert, wenn 5 = 0 auf einer messbaren Teilmenge von I ist?

Aufgabe 11.3. Schreiben Sie einen Code, der fiir gegebenes f, 8 und ¢ die Finite Elemente
Losung berechnet.

Aufgabe 11.4. Implementieren Sie einen adaptiven Algorithmus auf Basis des residualen
Fehlerschétzers

pe(T)? == h(T)?|| fI1Z2(p) + P(T) (HQ — BUe — 0uUel 3, o1y + H[anUZm%?(aTmQ)) :
Hier ist [0nUy] der Sprung der Normalenableitung iiber den Rand von 7.

Aufgabe 11.5. Welche Konvergenzordnung kénnen Sie fiir einen uniformen Algorithmus er-
warten (Beweisidee?) 7 Machen Sie Experimente mit verschiedenen Geometrien €2 und verschie-
dene Funktionen § und g. Was beobachten Sie?
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Projekt 12

Wir betrachten die Konvektions-Diffusionsgleichung fiir Q c R?

—Au+p-Vu=f inQ
u=g aufI':= 0.

Hier ist 5 € R? ein konstanter Vektor.

Aufgabe 12.1. Wie lautet die schwache Formulierung von (3)? Besitzt die schwache Formu-
lierung eine eindeutige Losung? (inkl. Beweis bzw. Gegenbeispiel)

Aufgabe 12.2. Implementieren Sie eine Finite Elemente Methode zur Lésung von (3). Um
die inhomogenen Dirichletdaten einzubauen, gehen Sie vor wie in der Ubung: wéhlen Sie eine
Funktion w4 mit ualr = Gy, wobei Gy die nodale Interpolation von g, dann 16st u — uq das
homogene Dirichleproblem.

Aufgabe 12.3. Die Funktion
1 — ely=1)/e
u(z,y) =z T _ -2

16st (3) auf Q = (—1,1)2 mit 8 = (0,1). Plotten Sie die Funktion fiir ¢ < 1. Wie fein miissen
sie das Gitter wéhlen, damit ihre FEM-Losung (zumindest in Augenmetrik) sinnvoll scheint?



