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Serie 10

Aufgabe 10.1. Sei T, C R? das abgeschossene Referenzdreieck mit den Eckpunkten (0,0),
(1,0), (0,1) € R2. Die Duffy-Transformation

2 (0,12 = Tret, (5,1) = (s, (1 — 8)t)

bildet das Einheitsquadrat [0,1]? auf Tyt ab. Beweisen Sie, dass ¥ : (0,1)% — Tref ein Diffeo-
morphismus ist, d.h. bijektiv und sowohl ¥ als ¥~ sind stetig differenzierbar (T° o bezeichnet
dabei das offene Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0),(0,1) € R?). Uberlegen Sie wie der
Rand 9]0, 1]? abgebildet wird

Aufgabe 10.2. Schreiben Sie eine Funktion gauss_dreieck welche eine gegebene Funktion
f: T — R iiber ein gegebenes Dreieck T C R? integriert (iiberlegen Sie sich eine praktisches
Datenformat um ein Dreieck zu speichern). Gehen Sie dazu wie folgt vor: Bestimmen Sie zuerst
eine affine Funktion ®7 : T, — T, welche das Referenzdreieck bijektiv auf 7" abbildet. Die
Funktion hat die Form ®7(x) = Ax + b, wobei A € R?*? und b € R? ein beliebiger Eckpunkt
von T ist. Verwenden Sie nun die Duffy-Transformation um eine bijektive Abbildung ®7 o ¥
von (0,1)? auf das Innere von 7' zu erhalten. Zeigen Sie, dass ®7 oW auch ein Diffeomorphismus
ist. Fiir das Einheitsquadrat verwenden Sie nun eine gewthnliche Tensor-Gaussquadratur der
Ordnung n € N. Das heifit, Sie verwenden die Gausspunkte und Gewichte (z;,w;) der Ordnung
n € N fiir das Interval [0, 1] und approximieren
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fiir eine beliebige Funktion g : [0,1]? — R.

Aufgabe 10.3. Ein Polynom in R? ist eine Linearkombination aus Monomen der Form
2 y®  fiir einen Multiindex a = (ay, ay) € N§.

Wir bezeichnen max{cy,a,} als partiellen Grad und o, + o, als totalen Grad des Monoms.
Welchen Exaktheitsgrad (partiell oder total) hat Thre Funktion gauss_dreieck fiir gegebene
Ordnung n € N?

Aufgabe 10.4. Testen Sie Ihre Funktion gauss_dreieck fiir verschiedene Ordnungen n € N
auf einer uniformen Triangulierung 7 des Einheitsquadrats [0, 1] mit maximalem Dreiecksdurch-
messer h (Es gibt hier zahlreiche Méglichkeiten). Dabei soll eine summierte Gaussquadratur
angewendet werden, also

dx ~
/[0,1]2f T Tze;rQT(f)

wobei Qr(-) die Funktion gauss_dreieck bezeichnet. Welches Konvergenzverhalten des Qua-
draturfehlers beobachten Sie in Abh#ngigkeit von h und von n?



