Ubungen zu Analysis 3, 6. Ubung 11. 11. 2013

Zeigen Sie:

1. Fiir zwei komplexe Mafse auf R. wird durch
M*V(A)::/,u(—x—f—A)dy(x), —x+A={yeR": x+yecA}

ein komplexes Mals definiert. Sind u, v absolut stetig beziiglich A™ mit Dichtefunktio-
nen p, k, so ist u * v absolut stetig mit Dichtefunktion p * &.

2. Durch p([a, b)) := e — €' wird ein komplexes MaR y auf [0, 1] definiert. Berechnen Sie
f[071] estdu(t), s € C.

3. Berechnen Sie fiir f = 1j_;; und g = Qle]l[—e,e], ¢ < 1/2 die Funktionen f % g und
(f x g) x g und zeigen Sie fxge C\ C, (f*g)*xge C'\ C>

4. Gilt fiir f € L®(R") und g € L*(R™), so ist f x g eine stetige beschrinkte Funktion
auf R". Gilt f* g = 0 fiir alle g € L'(R"), so folgt f = 0.

5. Essei Li., der Raum der lokal integrierbaren Funktionen das ist der lineare Raum aller
messbaren Funktionen f auf R" fiir die [, |f|d\" < oo fiir jede kompakte Teilmenge
K des R™ gilt. Dann ist f * g fiir Funktionen f € L und g € C. definiert und stetig

auf R". Zeigen Sie, dass f * g i.A. weder beschrankt noch gleichméfig stetig ist.

6. Die Funktionen

_ Jexp(=1/t) t>0
ji = {012

ist in C*°(R) und die Funktion ¢ — f(¢)f(1 —t) ist in C°(R).
1
7. Auf dem Raum der 27-periodischen Funktionen wird durch || f]|, := ( fo% | fI? d)\) '
fir 1 < p < oo eine Norm auf dem Raum LP(T) der messbaren Funktionen mit
2” | f|P d\ < oo definiert. Zeigen Sie, unter Verwendung der Vollst'andigkeit von LP(R),
dass dieser Raum vollsténdig ist. Durch f* g(x f[o 2n] )9(y) d\(y) wird eine

Faltung von L!(T) x L*(T) definiert, die nach Ll(T) abblldet und fiir die Proposition
2.4.1 mit T statt R gilt.

8. Zeigen Sie mit dem Lemma von Zorn, dass jeder Hilbertraum eine Orthonormalbasis
besitzt.



9. Auf Z ist die Faltung von Funktione durch fxg(n) := 3", ., f(n—Fk)g(k) definiert wenn
diese Summe konvergiert. Zeigen Sie dass die Faltung eine Abbildung von ¢*(Z) x (*(Z)
nach ¢*(Z) ist und fiir (1(Z) 3 e, : en(n) = 1, e (k) = 0 fiir n # k gilt e, * f(k) =
f(k —n) . Weiters ist diese Faltung distributiv, kommutativ und assoziativ.



