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Aufgabe 3.1. Das A?-Verfahren von Aitken ist ein Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung
von Folgen. Fiir eine injektive Folge (x,) mit z = lim,,_,o, 2, definiert man

2
_ (anrl - xn)
Tni2 — 2Tl + Ty

Yn = Tn

Unter gewissen Voraussetzungen an die Folge (z,,) gilt dann

. T — Yn
lim
n—oo T — Ty,

=0,

d.h. die Folge (y,,) konvergiert schneller gegen x als (z,,). Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion
aitken, die einen Vektor 2 € RY iibernimmt und den Vektor y € RY~2 zuriickgibt. Verwenden
Sie dazu geeignete Schleifen. Uberlegen Sie sich, wie Sie ihren Code auf Korrektheit testen
konnen! Was passiert fiir eine geometrische Folge x,, := ¢" mit 0 < ¢ < 17

Aufgabe 3.2. Schreiben Sie eine alternative MATLAB-Funktion aitken vec, die den Vektor
y € RNV=2 aus Aufgabe 3.1 mittels geeigneter Vektor-Arithmetik statt Schleifen berechnet.

Aufgabe 3.3. Schreiben Sie eine Funktion diffaitken, die die Ableitung einer Funktion in
einem Punkt z approximiert. Dazu verwende man den zentralen Differenzenquotienten

flx+h) - flx—h)
2h '

®(h) =

Fiir gegebene Startschrittweite hg > 0 und Toleranz 7 berechne man die Folgen h,, := 2*("*1)h0,
Zp = ®(hy), und ¢, = x, fiir n = 1,2 baw. sei ¢, := y,_o fiir n > 3 der Wert der Aitken-
Extrapolierten. Die Iteration werde beendet, falls n > 2 und

T falls ¢, | < 7,

T|dnl sonst.

|¢n - ¢n71| S {

In diesem Fall werde ¢,, als Approximation der Ableitung zuriickgegeben. Uberlegen Sie sich,
wie Sie ihren Code auf Korrektheit testen konnen! Was sind geeignete Test-Beispiele?



Aufgabe 3.4. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Fiir N € Nund z; :=a+j(b—a)/N
mit j =0,..., N, definieren wir die zusammengesetzte Mittelpunktsregel

b—a N
Iy =— ]Z:f((xj_1+xj)/2). (1)

1

Da Iy eine Riemannsumme ist, wissen wir, dass

b
A}gnooIN :/a fdz.

Fiir f € C?[a,b], kann man sogar zeigen, dass

‘ /abfdm - IN( — O(N2).

Schreiben Sie eine MATLAB Funktion
int = midpointrule(f,n,a,b),

welche fiir die Folge N = 2F und k = 0,...,n, den Vektor int der entsprechenden Werte I
berechnet und zuriickgibt. Uberlegen Sie sich, wie Sie ihren Code auf Korrektheit testen kénnen!
Hinweis: Testen Sie die Quadratur mit Polynome von verschiedenem Grad. Berechnen Sie das
Ergebnis auch analytisch. Was fillt Ihnen dabei auf?

Aufgabe 3.5. Modifizieren Sie die Funktion midpointrule aus Aufgabe 3.4 folgendermafBen.

e Wird midpointrule(f,n) ohne Intervallgrenzen a, b aufgerufen, so wird fjl f dx berech-
net.

e Der Aufruf midpointrule(f,n,a,b) soll wie in Aufgabe 3.4 den Vektor Iy ~ fabf dx

zuriickliefern. Beachten Sie, im Fall b < a gilt f; fde=— fba f dx. Geben Sie in diesem
Fall zusétzlich eine Warnung aus.

e Im Falle midpointrule(f,n,a,b, ’nodes’) soll zusdtzlich zum Vektor int auch der Vek-
tor nodes der Stiitzstellen x; mit j = 0,...,2" zuriick gegeben werden.

Aufgabe 3.6. Alternativ zum Bisektionsverfahren aus der Vorlesung kann man zur Berech-
nung einer Nullstelle einer Funktion f : [a,b] — R das Newton- Verfahren verwenden. Ausgehend
von einem Startwert xy definiert man induktiv eine Folge (z,) wie folgt: Zu gegebenem xj sei
xp41 die Nullstelle der Tangente an den Graphen von f im Punkt (zg, f(xg)), d.h. 2 = x4
eriillt 0 = f(zg) + f/'(xr)(x — x1). Auflosen nach x zeigt

Tpp1 = 2k — f(op) /[ (xp).

Realisieren Sie das Newton-Verfahren in einer Funktion newton(f,fprime,x0,tau), wobei die
Iteration abgebrochen wird, falls entweder

[ (zn)l <7



oder

T fir |x,| <,

[f(zn) <7 wnd |z, —2p1] < {

7|2 | sonst

gilt. In jedem Fall werde z,, als Approximation der gesuchten Nullstelle zuriickgeben, wobei
im ersten Fall zusétzlich eine Warnung ausgegeben werden soll.— Neben z,, sollen die Folgen
(zo,...,zy) der approximativen Nullstellen und der dazugehorigen Funktionswerte zuriickgege-
ben werden. Testen Sie Ihre Implementierung mit der Funktion f(z) = 22 + €% — 2

Aufgabe 3.7. Uberlegen Sie sich mindestens drei weitere nicht-triviale Beispiele um IThre Im-
plementierung des Newton- Verfahrens zu testen. Schreiben Sie weiters eine MALAB-Funktion
testnewton (f,fprime,x0,tau) um lhre Losung optisch zu verifizieren. Plotten Sie dazu Ihre
Testfunktion f(x) und Thre Approximation der Nullstelle. Achten Sie dabei auf geeignete Ska-
lierung im Plot, um Thre Losung moglichst gut iiberpriifen zu kénnen! Hinweis: Sie kénnen
scatter verwenden um einzelne Punkte zu plotten.

Aufgabe 3.8. Die sogenannte Power-Iteration approximiert (unter gewissen Voraussetzun-
gen) den betragsgrofiten Eigenwert A € R einer symmetrischen Matrix A € R™*™ sowie einen
dazugehorigen Eigenvektor z € R™. Dazu wihlt man einen Startvektor z(® € R™\{0}, z.B.
z(© =(1,...,1) € R". Man definiert induktiv fiir k¥ € N die Folgen

AzF=1)
k) ._ . k) 2 :

wobei [|yll2 = ( > i1 y]2) Y2 die euklidische Norm bezeichne. Dann konvergiert die Folge (\x) ge-
gen X und (z(*)) konvergiert (in einem geeigneten Sinn) gegen einen Eigenvektor zu A. Schreiben
Sie eine Funktion poweriteration, die eine Matrix A, eine Toleranz 7 und einen Startvektor

2(© {ibernimmt, dann A auf Symmetrie iiberpriift und ggf. mit Fehlermeldung abbricht und
schlieBlich die Folgen (\;) und (z(®)) berechnet, bis gilt

HAx(k) _ )\kx(k)H2 <7 und | M\q — M| < {T fiir [Ag| <7,

7| Ak sonst.
Die Funktion liefere in diesem Fall A\, und z(®) zuriick. Realisieren Sie die Funktion méglichst re-
chendkonomisch, d.h. vermeiden Sie unnétige Berechnungen (insb. von Matrix-Vektor-Produkten),
indem Sie Ergebnisse ggf. zwischenspeichern. Sie kénnen Thre Funktion mit Hilfe der MATLAB-
Funktion eig verifizieren. Verwenden Sie die Funktion norm sowie MATLAB-Arithmetik, soweit
wie moglich.



