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Serie 6
Besprechung: Woche von Montag, 29.4.2019
6.1. Betrachten Sie die Quadraturformeln QP auf dem Viereck S = [0, 1]%.

a) Zeigen Sie: die Mittelpunktsregel Q(F) = F(0.5,0.5) ist exakt fiir Polynome der Bauart F(z,y) =
a+ bx + cy.

b) Geben Sie eine Quadraturformel QP an, die zu gegebenem p € Ny Polynome von der Bauart
F(x,y) = Zﬁjzo a;;jx'y’ exakt integriert.

6.2. Entwickeln Sie einen adaptiven Algorithmus zur Integration von Funktionen auf Rechtecken [ay, by] X
[a,,by]. Basieren Sie Thren Algorithmus auf die Mittelpunktsregel, d.h. Qa4 x[c,a)(f) = (b — a)(d —
¢)f((a+¢)/2,(b+d)/2). Hinweis: Versuchen Sie, die Ideen des 1D-adaptiven Algorithmus aus Aufg. 4.4
zu {ibertragen. Testen Sie Thren adaptiven Algorithmus fiir die Quadratur auf [0, 1]? und die Integranden

0 =<
Alay)=a* wd  fol@,y) = { ’
1 o>y
indem Sie ihn mit Toleranz 7 = 27% i = 0,..., 15 aufrufen und die Konvergenz (Quadraturfehler gegen

Toleranz) doppelt logarithmisch plotten.

6.3. Betrachten Sie die Funktion

o) =vVr+1-ao
a) Ist die Auswertung fiir grofle x gut konditioniert? (relative Kondition)

b) Formulieren Sie eine stabile numerische Realisierung von ¢ (Hinweis: Sie diirfen verwenden, daf}
es eine stabile Realisierung von /- gibt.)

6.4. Die Zahl 7 kann iterativ iiber die Folge

up =2, Upt1 = 2k\/2 <1 — m) (1)

bestimmt werden.

a) Berechnen Sie (in matlab/python) die ersten 30 Folgenglieder und den absoluten Fehler | — wuy|.
Was ist der minimal erreichbare Fehler?

b) Erkliren Sie, warum Sie erwarten, dafl der Fehler ab einem gewissen ko wachsen sollte. Zusatz-
aufgabe: Uberlegen Sie sich, daf3 der kleinste erreichbare Fehler bei ungefahr £ = 17 erreicht wird,
wenn Sie annehmen, daf bei exakter Arithmetik fiir den Fehler gilt: |us, — 7| ~ 272,

6.5. (Aitken AZ-Extrapolation)

a) Das Aitkensche A2-Verfahren kann eingesetzt werden, um die Konvergenz einer Folge (z.,),, gegen
ihren Grenzwert zo, = lim,,_, o &, zu beschleunigen. Nehmen Sie hierzu an, daf§ die Folge dem
Bildungsgesetz

Ty = Too + C¢" (2)
mit (unbekanntem) z, C, g € (0,1) geniigt. Bestimmen Sie eine Formel, die aus 3 aufeinander-
folgenden Folgengliedern x,,, 11, Tnto den Wert o, “extrapoliert”, indem Sie annehmen, dafl
alle 3 Werte die Gleichung (2) erfiillen. Dieses Vorgehen (fiir jedes n) liefert dann die Glieder einer
neuen Folge 7,,, die (manchmal) schneller gegen lim,,_,~ 2, konvergiert. Verwenden Sie deshalb
Thre Formel, um aus der Folge (uy)y aus Aufg. 6.4 eine Folge von verbesserten Approximationen
an 7 zu erhalten. Welche Genauigkeit kénnen Sie nun erreichen?

b) Konnen Sie ohne Kenntnis des exakten Grenzwertes m der Folge (ug); den Fehler schiitzen?
Koénnen Sie damit ein sinnvolles Kriterium angeben, wann Sie die Iteration (1) abbrechen sollten?



