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1. Sei T ein regulére, affine Triangulierung des Polygons (2 C R? in Parallelogramme, bei der
die Elementabbildungen Ff : K := (0,1)*> - K die Bedingungen

1Fkll2 < Chie,  [[(Fi) ™2 < Chye!

erfiillen (fiir ein C' > 0, welche nicht von K abhéngt). Hier ist hx der Durchmesser von K.
Sei p € N fest. Sei SPH(T) := {u € H(Q): u|g o Fx € Q,}, wobei der Tensorproduktraum
Q, = span{p(z)p2(y): p1,p2 € P,}. Konstruieren Sie einen Operator I : C(Q) — SPY(T)
mit der Approximationseigenschaft

Hu — IUHLQ(Q) < Chp+1|U|HP+1(Q) Yu € Herl(Q)

wobei h = maxger hy.

2. (Inverse Abschéitzungen)

a) Betrachten Sie ein uniformes Gitter auf Q@ = (0,1) C R mit Gitterweite h € (0,1).
Zeigen Sie die folgende wnverse Ungleichung:

w51 ) < Ch_1||u||L2(Q) Yu € SPH(T). (1)
Hinweis: Zeigen Sie, dafl auf dem Referenzelement K fiir geeignetes C' > 0 gilt:
[ull 2y < Null gy < Cllull oy Yu € P,

b) Sei T ein reguléres, affines, y-formreguléres Gitter. Zeigen Sie, daf§ eine Konstante C' > 0
gibt, die nur von « abhéngt, so dafl die folgende inverse Abschdtzung gilt:

lullimioy < O Mull2) Vo € SYH(T),
wobei h = minger hg < 1.
3. Sei T eine quasi-uniforme Triangulierung von Q C RY, d € {2,3} mit Gitterweite h. Sei A
die Steifigkeitsmatrix, die durch Diskretisierung von
—Au=f auf u=0 auf 0N
mit den Hutfunktionen entsteht. Zeigen Sie:
a) Fiir alle u € SUY(T) gilt: 01||U||%2(Q) < h? Ef\il lu|? < C’2||u||%2(ﬂ).
b) Zeigen Sie: Die symmetrische Matrix A € RY*V erfiillt
Amaz(A) <ChT2 Apin(A) > O

Geben Sie eine Abschiitzung der Konditionszahl ko(A) = [|A||2|[A 7|2 an.



4. Es soll die inverse Ungleichung (1) aus Aufgabe 2 numerisch iiberpriift werden. Seien hierzu
B und M die Steifigkeitsmatrix und die Massematrix, die zu den Bilinearformen

B(u,v):/u’v'+uv, M(u,v):/uv
0 Q

gehoren.

a) Uberlegen Sie sich, daf
B(u, u)
= max
o£uesr1(T) M (u, u)

der grofite Eigenwert des (verallgemeinerten) Eigenwertproblems
Bu = A\Mu
ist.

b) Schreiben Sie Ihren 1D-FEM Code von Blatt 6 so um, dafl er (fiir verschiedene Werte
von p und Schrittweiten k) die Konstante A bestimmt. Hinweis: In MATLAB konnen Sie

den Befehl eigs(B,M,1) verwenden. Plotten Sie fiir p € {1, 2,3} den Wert von A gegen
h=279 4j=1,...,6.

5. Sei Q C R? ein Polygon mit 0 € 9. Sei die Funktion u in Polarkoordinaten gegeben durch
u(r, o) = r*®(yp) fiir ein € (0,1) und eine glatte Funktion ®. Sei T eine regulére, affine,
~v-formreguldre Triangulierung von 2 mit folgender Quasiuniformitétseigenschaft:

hr <maxhg = h <chg VK e€T.
KeT

a) Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante C' > 0, die nur von v, ¢; und «, ®, €2 abhéngt,
so daf der stiickweise lineare Interpolant Tu € S%(T) die Abschéitzung

HV(U — IU)HL2(Q) S Ch®

erfiillt. Hinweise: Betrachten Sie die Elemente K mit 0 € K und die Elemente mit
0 € K getrennt. Fiir die Elemente K mit 0 ¢ K gilt zusétzlich dist(K,0) > ch fiir ein
geeignetes ¢ > 0 (welches von ¢; und v abhingt). Verwenden Sie, daf [0°u| < r*2 fiir
B € N2 mit |3] = 2.

b) Zeigen Sie

inf ||V(u— > ch®.

in - IV(u— )2 = ¢

veShL1

Hinweis: Betrachten Sie ein Element K mit 0 € K. Uberlegen Sie sich

. N > 3 — > ch%.
et 1V = Vellazge 2 faf 10: = alliage 2 chiy



