Fiinfte Ubung zu Komplexe Analysis (SS 2013)
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Hinweis: Zeige, und beniitze, die Ungleichung sinx > 27”, z € [0, 3]
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Hinweis: Integriere die Funktion f(z) := # langs des Weges v = YR+7VY—R,—c +
Ye + Ye,R-

. Berechne das Integral

TR

Berechne das Integral

Hinweis: Es bezeichne log z jenen Zweig des Logarithmus, der auf C \ [0, —ico)
analytisch ist und log(1) = 0 erfiillt. Integriere die Funktion f(z) := z‘—gg_il léngs
des folgenden Weges.
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Seien Daten wie im Satz vom logarithmischen Residuum gegeben. Weiters
sei h € H(G). Verwende den Residuensatz um zu zeigen, dass
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7O d¢ = %a(wm(%@h(w) - U;Dﬂ(w)n(% w)h(w).

Sei G C C offen, w € G, und r > 0, sodass K,.(w) C G. Weiters sei
J € H(G), und sei vorausgesetzt, dass f|y, () injektiv ist. Zeige, dass die
Umkehrfunktion von f gegeben ist als
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Man zeige auch, dass fir f € H(G) mit f'(w) # 0 fiir hinreichend kleines
r > 0 die f|y, () injektiv ist.

Hinweis: Verwende das vorige Beispiel mit h(z) := z.
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Sei G C C offen, w € G, f € H(G), und sei « die Nullstellenvielfachheit
von z — f(z) — f(w). Zeigen Sie, dass fiir hinreichend kleines r > 0 mit
K. (w) € G sich die Funktion f|y, () als

o) = fw) + [g(2)]*

schreiben lisst, wobei g : U,(w) — C holomorph und injektiv (also kon-
form) ist.

Man beweise die folgende Verallgemeinerung des Lemmas von Schwarz: Sei
f(2) analytisch in D und sei zg € D. Sei n die Vielfachheit der Nullstelle
zo der Funktion f(z) — f(z0). Ist f(D) C D, so gilt
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f(z) = f(=0)

1 — f(20)f(2)
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fir |2| < 1.
Ist f(z0) = 0, und gilt in dieser Ungleichung fiir ein z € D Gleichheit, so
ist f(z) = e - (ZZ2)" mit einem ¢ € [0, 27].
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Hinweis: Man wende das Maximumprinzip auf

RN (O () <, )

© 11— f(20)f(2) " \1—Z0z
an.
Fiir 21,20 € D sei D(z1,292) = |%| Man zeige, dass D eine Metrik

auf der Einheitskreisscheibe ist, die invariant ist unter jeder Funktion f €
Aut(D), d.h.

D(f(zl), f(22)) = D(z1,22), [ € Aut(D).

Zeige, dass jede Funktion f € H(D) mit f(D) C D, eine Kontraktion des
metrischen Raumes (D, D) ist.

Sei ¢ € C}y(C). Zeigen Sie, dass ¢ : 2z — f% f(c ?(TCZ dX2(¢) aus C1(C) ist,
und dass % = ¢. SchlieBlich zeige man, dass aus ¢ € Cg5(C) folgt, dass
auch ¢ € C*°(C).

Hinweis: Um 1) € C*(C) zu zeige, substituiere man ¢ = n + z.



