
Fünfte Übung zu Komplexe Analysis (SS 2013)

1. Zeige
∫ π

0 e−R sin x dx ≤ π
R
.

Hinweis: Zeige, und benütze, die Ungleichung sin x ≥ 2x

π
, x ∈ [0, π

2
].

2. Berechne das Integral
∫

∞

0

sinx

x
dx .

Hinweis: Integriere die Funktion f(z) := eiz

z
längs des Weges γ = γR+γ

−R,−ǫ+
γǫ + γǫ,R.

R−R γǫ,R

γR

γǫ

γ
−R,−ǫ

•

0

3. Berechne das Integral
∫

∞

0

lnx

x2 − 1
dx .

Hinweis: Es bezeichne log z jenen Zweig des Logarithmus, der auf C \ [0,−i∞)
analytisch ist und log(1) = 0 erfüllt. Integriere die Funktion f(z) := log z

z2−1
längs

des folgenden Weges.

R−R
•

0
•

−1

4. Seien Daten wie im Satz vom logarithmischen Residuum gegeben. Weiters
sei h ∈ H(G). Verwende den Residuensatz um zu zeigen, dass

1

2πi

∫

γ

h(ζ)
f ′(ζ)

f(ζ)
dζ =

∑

w∈N

α(w)n(γ, w)h(w) −
∑

w∈P

β(w)n(γ, w)h(w) .

5. Sei G ⊆ C offen, w ∈ G, und r > 0, sodass Kr(w) ⊆ G. Weiters sei
f ∈ H(G), und sei vorausgesetzt, dass f |Ur(w) injektiv ist. Zeige, dass die
Umkehrfunktion von f gegeben ist als

f−1(b) =
1

2πi

∮

∂Ur(w)

ζf ′(ζ)

f(ζ)− b
dζ, w ∈ f(Ur(w)) .

Man zeige auch, dass für f ∈ H(G) mit f ′(w) 6= 0 für hinreichend kleines
r > 0 die f |Ur(w) injektiv ist.

Hinweis: Verwende das vorige Beispiel mit h(z) := z.



6. Sei G ⊆ C offen, w ∈ G, f ∈ H(G), und sei α die Nullstellenvielfachheit
von z 7→ f(z) − f(w). Zeigen Sie, dass für hinreichend kleines r > 0 mit
Kr(w) ⊆ G sich die Funktion f |Ur(w) als

f |Ur(w) = f(w) + [g(z)]α

schreiben lässt, wobei g : Ur(w) → C holomorph und injektiv (also kon-
form) ist.

7. Man beweise die folgende Verallgemeinerung des Lemmas von Schwarz: Sei
f(z) analytisch in D und sei z0 ∈ D. Sei n die Vielfachheit der Nullstelle
z0 der Funktion f(z)− f(z0). Ist f(D) ⊆ D, so gilt

∣

∣

∣

∣

∣

f(z)− f(z0)

1− f(z0)f(z)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

z − z0

1− z0z

∣

∣

∣

∣

n

für |z| < 1.

Ist f(z0) = 0, und gilt in dieser Ungleichung für ein z ∈ D Gleichheit, so
ist f(z) = eiψ · ( z−z01−z0z

)n mit einem ψ ∈ [0, 2π].
Hinweis: Man wende das Maximumprinzip auf

g(z) :=
f(z)− f(z0)

1− f̄(z0)f(z)
:

(

z − z0

1− z̄0z

)n

an.

8. Für z1, z2 ∈ D sei D(z1, z2) := | z1−z21−z2z1
|. Man zeige, dass D eine Metrik

auf der Einheitskreisscheibe ist, die invariant ist unter jeder Funktion f ∈
Aut(D), d.h.

D
(

f(z1), f(z2)
)

= D(z1, z2), f ∈ Aut(D) .

9. Zeige, dass jede Funktion f ∈ H(D) mit f(D) ⊆ D, eine Kontraktion des
metrischen Raumes 〈D, D〉 ist.

10. Sei φ ∈ C1
00(C). Zeigen Sie, dass ψ : z 7→ − 1

π

∫

C

φ(ζ)
ζ−z

dλ2(ζ) aus C
1(C) ist,

und dass ∂ψ
∂z̄

= φ. Schließlich zeige man, dass aus φ ∈ C∞

00 (C) folgt, dass
auch ψ ∈ C∞(C).

Hinweis: Um ψ ∈ C1(C) zu zeige, substituiere man ζ = η + z.


