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1. Sei Q) C R? konvexes (oder glatt berandetes) Gebiet. Sei X := L*(Q) und Y := H*(Q)NH}(Q)
(versehen mit der H?(Q2)-Norm) und B(u,v) := [, uAwv.

a) Zeigen Sie, daf die Bilinearform B die inf-sup Bedingung erfiillt. Zeigen Sie, dafi es fiir
jedes [ € Y eine eindeutige Losung u von B(u,v) = [(v) fir alle v € Y gibt.

b) Betrachten Sie folgendes Dirichletproblem:
—Au=f auf(, u|aq = up-

Geben Sie eine Variationsformulierung basierend auf der Bilinearform B an, die von u
erfiillt wird (falls w als hinreichend glatt angenommen wird).

c) Zeigen Sie, daB fiir jedes xy € Q durch I(v) := v(x) ein Element aus Y’ definiert ist.

d) Zeigen Sie: Es existiert eine Funktion G : Q2 x € — R (“Greensche Funktion”), so dafl
fir jedes f € C(Q) die eindeutige variationelle Losung u € H}(Q) von —Au = f die
folgende Darstellung hat:

u(zo) = /QG(:U,xo)f(:c) dx  Vzo € Q.

Bemerkung: Die Bedingung “2 konvex oder glatt berandet” ist notwendig fiir die inf-sup Bedin-
gung. Genauer: die aus dem H!-setting vertraute eindeutige Losbarkeit fiir das Poissonproblem (mit
homogenen Randbedingungen) gilt nicht in L2. Hierzu: Betrachte den Sektor (in Polarkoordinaten)
Q={(r,p)|0<r<1,0 <y <w}mitw € (m,27) und die beiden (harmonischen) Funktionen

ui(r,p) = P/ sin z(p, ua(r, ) = P~/ sin z(p.
w w

Die beiden Funktionen sind harmonisch und haben die gleichen Randwerte, und u; € H! und
Uy € LQ\H ! Insbesondere ist die Differenz 0 # 6 := u; —us € L? harmonisch und hat verschwindende
Randwerte.

2. Beim Stokesproblem aus der VO wurde Xy C (Hj(2))? und My C L§(Q) = {p € L*(Q)| J,p =
0} als Rdume von stiickweise Polynomen gewihlt. Wahrend geeignete Basen von Xy zur
Verfiigung stehen, ist eine praktikable Basis von My wegen der Nebenbedingung des ver-
schwindenden Mittelwertes des Druckes p typischerweise nicht einfach zu finden. Entwickeln
Sie eine FEM-Formulierung, bei der Sie mit den “Standardbasen” von FEM-R&umen arbeiten
kénnen.

3. Betrachten Sie das Randwertproblem (“biharmonische Gleichung”)

A*u = A(Au) = f  auf Q, u=0,u=0 auf d (1)



Zeigen Sie: eine klassische (d.h. hinreichend glatte) Losung u € Hg () erfiillt folgendes Sat-
telpunktproblem fiir eine geeignete Funktion o € H'(Q):

—(0,0)2(0) + (Vv, V) r2) = 0 Yo € H(Q)
(Vo,Vw) ) = (f,w) 2 Yw € Hy ().

Zeigen Sie, daf diese Sattelpunktformulierung die inf-sup Bedingung auf H{(Q2) x H'()
erfiillt. Wie wiirden Sie diskretisieren? Welche Konvergenzraten erwarten Sie?

Auf Blatt 7 im letzten Semester haben wir den “Nitschetrick” kennengelernt, um L?-Abschitzun-
gen zu beweisen. Verwenden Sie diesen Trick, um eine L2-Abschitzung fiir den Fehler |ju —
uy||r2@) zu beweisen. Nehmen Sie an hierzu an, dafi das Stokesproblem folgende Regula-
rititsaussage (“shift theorem”) erfiillt ' Fiir f € L*(Q) erfiillt die Lésung (w, q) von

—Aw +Vg=1f auf Q, V-w=0 aufQ, wgo =0

die Abschétzung
1wl z20) + llallz2@) < Clifll2@)
Sei uy € Xy und py € My die FEM-Approximation an die exakte Losung (u, p), wobei das
Paar Xy, My die Approximationseigenschaft (Sy™'(7))% € Xy und S%(T) N L3(Q) € My.
Dann gilt:
lu—unllz2@) < Ch[|lu—unllm@ + P — pylle)]
Hinweis: Sie diirfen die folgenden Approximationseigenschaften verwenden:

inf ||z — vlm < Chllzllmeo ¥z € (HL(Q) N H(Q))?,

vEXN

inf |l —oll2@ < ChlYllme Yo e L§(Q) N HY ().

vEM N

'das gilt natiirlich nicht immer...aber konvexe Gebiete oder glatt berandete Gebiete tun uns den Gefallen



