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1. Betrachten Sie ein regelmiBiges Dreiecksgitter 7 auf (0,1)? (bestehend aus rechtwinkligen, gleich-
schenkligen Dreiecken). Betrachten Sie Xy = (S3' (7)) und My = S%9(T). Geben Sie die Dimen-
sionen von Xy und My an. Kann dieses Paar von Rdumen fiir die Stokesbilinearform b(u,p) =
Jo PV - u inf-sup stabil sein?

2. (“erweiterte Lagrangefunktionen”) Man kann eine inf-sup Bedingung auch durch Modifikation der
Bilinearform erzwingen. Das ist z.B. dann von Interesse, wenn die Konstruktion von inf-sup stabilen
Paaren (Xy, My ) mithsam ist. Seien X, Y Hilbertrdume und seiena: X x X - R, b: X xY — R
stetige Bilinearformen mit folgenden Eigenschaften:

1. b ist definiert durch b(x,y) = (Bx,y)y fiir einen stetigen linearen Operator B : X — Y

2. b erfiillt die inf-sup-Bedingung

b
inf  sup ﬂ > 0.
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3. a ist nichtnegativ auf X (d.h. a(u,u) > 0 fiir alle u € X) und koerziv auf KerB:
a(u, 1) > apllul/% Vu € KerB := {u € X |b(u,v) =0 Vv e X}
Zeigen Sie: fiir jedes t > 0 existiert eine Konstante 8 > 0, so daf} die Bilinearform a; gegeben durch
at(u,v) := a(u,v) + t~2(Bu, Bu) die Koerzivititsbedingung
ar(u,u) > Bllul/% Yu e X

erfiillt.

3. Hintergrund: Eine etwas andere Art der Modikation der Bilinearform, um die inf-sup Bedingung zu gewéhr-
leisten, ist das sog. “Galerkin Least Squares” Verfahren. Will man fiir einen Differentialoperator £ zweiter
Ordnung eine Gleichung Lu = f mit der (klassischen) FEM lésen, so kann man anstelle der ”iiblichen”
Variationsformulierung B(uy,v) = I(v) auch die Formulierung: Finde uy € Xy s.d.

Bs(un,v) := Blun,v Z 5K/ LuLly =1(v Z O fLv
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betrachten, wobei die Parameter éx > 0 noch zu wihlen sind. Betrachten Sie das Stokesproblem der VO:

_Au—i—Vp:f aqu, V-u=0 aqu’ u|8Q:05 /p:O
Q

Betrachten Sie mit der Bilinearform B(u,p) := — fQ V - vp mit Q C R? folgende Bilinearformen fiir
das Stokesproblem der VO:
B((a,p),(v,q)) = /QVu : Vv +b(v,p) — b(u,q)
Bs((w,p), (v,q)) = B((wp),(v.q) + > ok /K(—A(UIK) + Vplk) - (=A(vlk) + V(dlk)),
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wobei 8 = h%. mit der Elementgrofe hx ist.

Beachten Sie: Die Notation A(u|g) etc. ist so zu verstehen, dafl der Operator A elementweise ange-
wendet wird. Damit sollten die Funktion u elementweise in H? sein und die Funktion p elementweise
in H'. Die Bilinearform B; ist nicht auf (H(Q))? x L*(Q) definiert (wie die Bilinearform B), aber
auf dem diskreten Raum Xy x Xy.

Betrachten Sie die diskrete Bilinearform Bs auf Xy x Xy, wobei Xy = Xy X My und Xy = Sé’l(T)Q
und My = SH(T) N LE(Q).

a) Zeigen Sie, dafl die Bilinearform By auf Xy x Xy koerziv in einer geeigneten Norm ist. Was ist
diese Norm || - ||xy ? Zeigen Sie, dafi damit die FEM-Formulierung: Finde (uy,py) € Xy s.d.

Bs((un,pn): (vN.q) =15(v.q)  V(v,q) € Xn
eindeutig l6sbar ist.

b) Sei die exakte Losung (u,p) des Stokesproblems hinreichend glatt (z.B. u € (H?(2))? und
p € H'(Q) oder noch glatter). Zeigen Sie, dal das numerische Verfahren konsistent ist, d.h.

B(S((u’p)’ (V’ Q)) = l(;(V, Q) \V/(V, Q) € Xn

Schlielen Sie auf ein Bestapproximationsresultat fiir den Fehler ||[(u—un,p—pn)|/x, . Welche
Konvergenz erwarten Sie fiir [[u — un/||g1(q)? Liefert die Methode Ihnen eine Aussage fiir
den Fehler ||p — pn||r2(q)? Hinweis: Es mag geschickter sein, nicht ||(u —un,p — pn)[lay zu
betrachten, sondern ||(Iu — un, Ip — pn)||x,y mit einem beliebigen Approximanden (Iu, Ip).
Sie werden inverse Ungleichungen verwenden miissen.

Betrachten Sie (fiir ein glatt berandetes Lipschitzgebiet Q C R?) das Randwertproblem

—Au+b(z) -Vu+c(x)=f aufQ, u=0 auf 90

fiir Funktionen b, ¢ € C°°(R?). Geben Sie eine Variationsformulierung an, die auf H{(Q) basiert.
Zeigen Sie, daf fiir Ihre Variationsformulierung eine Garding-Ungleichung der Form

alu,u) > Cl”“”%{l(n) - CO”“H%Q(Q) vue H'(Q)
gilt.

Seien X, Y Banachrdaume und K : X — Y kompakt. Sei (IIx)_, eine Folge von linearen Operatoren
Y — Y mit
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lim (Id-Iy)y = 0 VyeY.
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Zeigen Sie: (Id —IIx)K konvergiert in Norm gegen Null, d.h. limy_, o ||(Id —IIx)K|| = 0.



