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1. Zeigen Sie, daß das Bochner-Integral einer Funktion f : (0, T ) → X wohldefiniert ist, d.h. für zwei Folgen (fn)n,
(gn)n einfacher Funktionen mit

lim
n

gn(t) = f(t) = lim
n

fn(t) für fast alle t ∈ (0, T )

und den zusätzlichen Bedingungen

lim
n→0

∫ T

0

‖f(t)− fn(t)‖X = 0 = lim
n→0

∫ T

0

‖f(t)− gn(t)‖X dt

folgt limn

∫ T

0 fn(t) dt = limn

∫ T

0 gn(t) dt (wobei die Integrale von einfachen Funktionen in “natürlicher” Weise defi-
niert sind).

2. Sei Ω = (0, 1).

a) Sei u ∈ C1((0, T );X). Zeigen Sie: die (klassische) Ableitung u′ ist auch die schwache Ableitung, d.h.

∫ T

0

u(t)ϕ′(t) dt = −
∫ T

0

u′(t)ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ C∞

0 (0, T ).

(alle Integrale sind natürlich X-wertige Bochnerintegrale).

b) Definieren Sie die Funktion u ∈ L2((0, T );L2(Ω)) durch

u(t, x) :=
1

t+
√
x

genauer: (u(t) := (x 7→= 1/(t+
√
x))

Zeigen Sie: u ∈ C1((0, T );L2(Ω)) mit Ableitung v(t, x) := −(t +
√
x)−2 Damit ist u schwach differenzierbar.

Ist u′ ∈ L2((0, T );L2(Ω))?

c) Betrachten Sie die Funktion u(t) := χ(0,t), wobei x 7→ χA(x) die charakteristische Funktion der Menge A

ist. Offensichtlich ist u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Geben Sie die distributionelle Ableitung von u an, d.h. die lineare
Abbildung

C∞

0 (0, T ) ∋ ϕ 7→ −
∫ T

0

u(t)ϕ′(t) dt

3. In der VO wurde der Raum Ĥm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) |
∑

∞

n=1 λ
m
n |(u, ϕn)L2 |2 < ∞} definiert. Dieser Raum stimmt

nicht mit Hm(Ω) ∩H1
0 (Ω) überein. Zeigen Sie dies am Beispiel von Ω = (0, π) und u(x) = x(π − x) ∈ C∞(Ω). (Die

Fourierkoeffizienten können Sie mit maple ausrechnen...)

4. Sei E(t) der (kontinuierliche) Evolutionsoperator:E(t)u0 =
∑

∞

n=1 e
−λnt(u0, ϕn)L2ϕn. Zeigen Sie, daß für u0 ∈ L2(Ω)

die Abbildung t 7→ E(t)u0 in C1((0,∞);H1
0 (Ω)) ist. Zeigen Sie weiters:

‖E(t)u0‖H1(Ω) ≤ Ct−1/2‖u0‖L2(Ω).

5. Sei Eh(t)u0 =
∑N

n=1 e
−λh,nt(u0, ϕh,n)L2ϕh,n der diskrete Evolutionsoperator. Zeigen Sie, daß für die Funktion

uh(t) :=
∫ t

0 Eh(t− s)f(s) ds gilt:

‖uh(t)‖2H1(Ω) +

∫ t

0

‖u′

h(s)‖2L2 ds ≤ C

∫ t

0

‖ΠL2

f(s)‖2L2 ds


