Numerik von PDEs: instationire Probleme SS 2014 J.M. Melenk

Ubungsblatt 7
Diskussion des Blattes: Fr., 9.5.2014

1. Zeigen Sie, dafl das Bochner-Integral einer Funktion f : (0,7') — X wohldefiniert ist, d.h. fiir zwei Folgen (f,,)n,
(9n)n einfacher Funktionen mit

lim g, (t) = f(t) = lim f,,(¢) fiir fast alle t € (0,7)

und den zusétzlichen Bedingungen
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folgt lim,, fOT fn(t)dt = lim, fOT gn(t) dt (wobei die Integrale von einfachen Funktionen in “natiirlicher” Weise defi-
niert sind).

2. Sei Q=(0,1).
a) Seiu € CY((0,T); X). Zeigen Sie: die (klassische) Ableitung v’ ist auch die schwache Ableitung, d.h.

/ u(t)cp’(t)dt:f/ u(t)p(t)dt Yo e CF(0,T).
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(alle Integrale sind natiirlich X-wertige Bochnerintegrale).
b) Definieren Sie die Funktion u € L*((0,T); L?(£2)) durch

1
u(t,x) == m genauer: (u(t) := (v —=1/(t + /z))
Zeigen Sie: u € C1((0,7); L2(2)) mit Ableitung v(t, ) := —(t + /)2 Damit ist u schwach differenzierbar.
Ist w' € L2((0,T); L?(2))?

c) Betrachten Sie die Funktion u(t) := X(0,), wobei  + xa(x) die charakteristische Funktion der Menge A
ist. Offensichtlich ist u € L?(0,T; L?(€2)). Geben Sie die distributionelle Ableitung von u an, d.h. die lineare
Abbildung

T
CS(0,T) > /0 u(t)' (t) dt

3. In der VO wurde der Raum H™(Q) = {u € L2(Q)] Yo A (u, n) 2|* < oo} definiert. Dieser Raum stimmt
nicht mit H™(2) N Hg () iiberein. Zeigen Sie dies am Beispiel von Q = (0,7) und u(z) = z(r — z) € C*°(Q). (Die
Fourierkoeffizienten kénnen Sie mit MAPLE ausrechnen...)

4. Sei E(t) der (kontinuierliche) Evolutionsoperator: E(t)ug = Y oo, e~ (ug, ¢ ) 120y Zeigen Sie, daB fiir ug € L*(2)
die Abbildung ¢ — E(t)ug in C*((0,00); Hi(£2)) ist. Zeigen Sie weiters:

IE(tyuoll gy < O3 |fuo| L2(0)-

5. Sei Ep(t)ug = Zivzl e~ Mt (ug, opn)p2pn, der diskrete Evolutionsoperator. Zeigen Sie, daf fiir die Funktion
up(t) == fot E;(t —s)f(s)ds gilt:
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