. Man bestimme mit Hilfe der Fouriertransformation die Losung des Anfangswertproblems fiir
u = u(z, ),

%——5@t>0—oo<x<oo
ot ox’ ’ ’

u(x,0) = ze 517,

Hinweis: Es gilt zu beachten: u(o(t,z),t) = i ffooo u/(k;,\t)eiktr(t,x)dk.
Des Weiteren gilt fir f(z) = ze=* und a > 0: f(z) = dika
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Lésung:
Das transformierte Problem fiir & = 4(k, t) lautet (siche 4.27):

ou

i —5(ik)t

Daraus folgt die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung:
a(k,t) = c(k)e Pt

Bestimmung des unbekannten Terms c(k):

o(k) = a(k,0) = /oo w(w, 0)e~ " dz

= / ze Sl*le =ik go
B 24ik
 —k* —T72k2 - 1296
Daraus folgt a(k,t) = ﬁ,ﬁ’;_m%e*mt. Als letzter Schritt muss @(k,t) zuriicktransformiert
werden:
1 > 241k o
t —_ —5ikt zkmdk
u(@, ) o . Tkt — 72k% — 1296 ©
_ i * 241k ik:(—5t+:z)dk
21 J_oo —k* — T2k2 — 1296
1 > 241k .
— {4 ezka(t,x)dk_

or | . —k* —72k2 — 1296

= o(t,x)e SlotD = (_5t 4 g)e 0I5t

Lisung B: ik, t) = —pr—ggpr—gsge ", u(x,t) = (—4t + z)e 174+



2. Finden Sie jene Funktion y(z), die das Integral

2
1
Iy = / <w2 —5yy’ +2y° + 3m2y’2) da
1

unter den Nebenbedingungen y(1) = y(2) = 0 und ff y(z) dz = 3 minimiert.

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz y(x) = Cz™, um zwei linear unabhingige Losungen der
homogenen Euler-Lagrange-Gleichung zu finden, und setzen Sie die Partikuldriosung als
y(x) = C an.

Lésung:

1
h(z,y,y') =2° = 5yy' + 20> + —2°y* + Ny

3
a o _on
dz 0y’ Oy
4 2
= -5y’ + gxy' + §x2y” = 5y + 4y + A
4 2
& gxy' + gxzy” =4y + A

homogene Losung: yp, = Cx”

4 2
ngnxnfl + §x20n(n —1)a""? = 402"

4 2 2
=>n; = —3,n0 =2

inhomogene Losung: y, = C
A

A
= y(z) = C1o™> + Coa® — 1

Einsetzen in Nebenbedingungen:

A
y(1)101+0 **:O

4
y(2) = %Cl+402f%:o
=C = %Cg,)\: %CQ
/12 y(z) do = /12 %0237_3 + Coa® — 3—7102 de = %
= —;—ICQ = g
= Cy=-1,C :_%,)\:_%
y(z) = —274x_3 -z + 2

Losung Gruppe B:

A
y(z) = Cha + Cox® — 6= —6x — 8z 2+ 14



3.

(a) Zeigen Sie, dass die Fouriertransformierten der folgenden Funktionen existieren, indem Sie
zeigen, dass das Integral von [~ |f(z)| dz (bzw. [°_|g(z)| dz) endlich ist.

(i) f(z)= e_%,a >0

(ii) g(z) =1 fir z € [¢,d] und g(x) =0 wenn x € R\ [¢, d].
Existiert auch die Fouriertransformierte von der Funktion f  g(x)? Zeigen bzw. begriinden
Sie ihre Aussagen.
(b) Sei eine Funktion gegeben durch: f(z) = ¢- max(1 — |z],0),c € R. Zeigen Sie, dass
(i) f(x)=c-(1—|z|), fur z € (-1,1)
(ii) f(x) =0, sonst
Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f(x).
Bonuspunkt: Zeigen Sie, dass die Faltung bilinear ist. Die Bilinearitét wird auch als Distributivitét

in beiden Argumenten bezeichnet, das heifit es gilt folgende Gleichheit fiir a,b € R und fiir die
Funktionen f, g, f1, f2, 91, g2 zu zeigen:

(afi +bf2) x g(x) = a(f1+g(z)) +b(f2*g(x)) (1)
f(z) * (ag1 + bg2) = a (f * g1(x)) + b (f * ga(2)) (2)

Lésung:
zu (a):
_ L=l _l=l o _=z 0 £l
Joeple @ de = [ pe @ de= [Te o+ [ es dr=2a
Joer 9(x) dz = fcdl dr=d—c
Somit sind beide Integrale wohldefiniert und es existieren jeweils die Fouriertransformierten. Es

existiert auch die Fouriertransformierte von der Funktion f * g, da f/;k\g = f g<oo
Gruppe A: a =27 — F(z) =4m; [¢,d] = [2,3] = G(z) =1
Gruppe B: a=1/2 = F(x) =1; [e,d] = [0,7] = G(x) =7

zu (b):

1 — |z| ist fiir |z| > 1 Null oder negativ und fir € (—1,1) positiv, da wir das Maximum von
(1 — |z|,0) nehmen, ist (i) und (ii) schon gezeigt.

1
flk) = C/ (1—l|z])-e ™ dz = c/ (1 —z)(e™ + =) dx
z€(—1,1) 0

(1 o y)(eikz o efika:) . /1 (eikw o efilcw)
A ——_—
ik lote | ik v

=c
(eikx +€—ika;) 92
= Cw)ﬁ) = _Cﬁ(COS(k) — 1)
Gruppe A: ¢ =23
a1
Gruppe B: ¢ = er:

Bonusfrage:

«m+mwmm:/<mw—mwm%w»mm@

yeR

=/w%m—wmw@+/ bfa(z — 1) - gly) dy

yeR

=a(f*gi1(2)) +0(f * g2())



F(@) * (ags + bgs) = / f(& - 1) - (agr(v) + boa(y)) dy

yeR

:/ af(x*y)'gl(y)dy+/ bf(r—y)-g2(y) dy
yeR

yER

=a(f*g1(z)) +b(f *galz))



