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Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie ohne Verwendung von b), dass die Fourier- Transformierte der Funktion
f(z) = (1 + x)e”*l existiert, d.h., zeigen Sie, dass ffooo |f(z)|dz < oo gilt.

N x 1 "
Hinweis: /xe‘””dm = —e" — =", fir a = const.
a a

Existiert das uneigentliche Integral ffooo |f(x)| dx, so existiert die Fourier- Transformierte f.
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b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Fourier- Transformierte der Funktion f(z) = (1 + x)e~1#l.
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¢) (2 Punkte) Zeigen Sie: Die Funktion f(z) = e~2%” ist - bis auf einen Vorfaktor - invariant unter
Fourier- Transformation, d.h. es gilt f(k) = ae ¥*/2_ mit einer Konstante a.

Hinweis: / (3_%(””“’“)2 dt = V2.

_ / 67%(2ikw+:p2) dr =




e Aufgabe 2.

a) (1 Punkt) Geben sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir folgendes Problem an
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b) (5 Punkte) Finden Sie die reele Kurve y(z) mit y(—27) = 1, y(37) = 3, die (1) minimiert
Hinweis:
cos(2km) = sin(2km + §) = 1,
cos(2km + ) = sin(2kr + 2F) = —1 und
sin(km) = cos(kr 4+ 5) =0, Vk € Z

Die allgemeine reele Losung von vy’ = —;iy ist
! + bsi !
=acos | =x sin | —x
Yn 5 5
Eine partikuldr Losung von " = —iy — 1 ergibt sich mit dem Ansatz y,(z) = ¢
0 L 1
= ——C —
4
c = —4

Daraus folgt y(z) = acos(3z) + bsin(3z) — 4.




Zur Berechnung der Konstanten benétigt man den Hinweis und die Randbedingungen
r =27

1 =y(—27) =acos(—m) + bsin(—n) —4 = —a—4

und x = 37

und wir erhalten




e Aufgabe 3.

a) (5 Punkte) Losen sie das Randwertproblem fiir u = u(z, t)

ou 0%*u
— =2— 2
5 972’ O<ax<
ou
-1, Z92,4) =1
u(07t> 7 ax( 7t)

mit der Anfangsbedingung

3 11
u(z,0) = sin (%x) + 8sin (Tﬁm) —z+ 1

Um eine symmetrische Problemstellung zu erhalten bendtigen wir die Transformation
v(z,t) = u(x,t) + kr+d

mit v(0,¢) = 22(2,t) = 0.

Es ergeben sich folgende Gleichungen zum Losen der Unbekannten

0 = v0,t)=u(0,t)+b=14+b =d=-1
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=
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= v(z,0) = u(z,0) + & — 1 =sin (%) +881n< ;m)

Wir verwenden den Ansatz v(z,t) = VU (z)T'(t)

U()T'(t) = 20" (z)T(t)
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= A <0, U(z)=acos(y/—A/2z) + bsin(r/—\/2z)
0=U(0)=a=a=0, ¥(z)=bsin(y/—\/2z)

0= T'(2) = by/=Me/2c08(2y/ =M /2) B 2 /=N /2 = 7w (k —1/2), k € N
S A =2(n(k—1/2)/2)}, kEN

N

fiir T'(t) gilt

Ti(t) = AT (1) = Ty(t) = NT(0)




daher gilt

ZT tsin (r (j —1/2) 2/2)

Zur Berechnung der Konstanten verwenden wir v(x, 0).
v(z,0) = ZT sin (7 (j —1/2) z/2)

sin <%> + 8sin (%) = ZT sin (7 (j — 1/2) 2/2)

Alternativ zeigen sie

/0 sin (7w (k—1/2)x/2)sin (7 (j — 1/2) 2/2) dz = 0y

v(z,0) und die Loesung bei ¢t = 0 werden dann mit sin (7 (k — 1/2) 2/2) multipliziert und
aufintegriert.

ZT sin (7 (j — 1/2) 2/2)
& VjeN: /2 (x,0)sin (7w (k —1/2) x/2) dx
/ 0)sin (7 (j — 1/2) x/2)sin (7 (k — 1/2) x/2) dx

& /0v(x,())sin(ﬂ(k—1/2)x/2)dx:Tk(O)
= TQZ]., T =8

und T = 0, k # 2,6. Die Losung ergibt sich daher, fiir A\, wie oben definiert, aus

3 11
v(x,t) = e sin <%> + 8" sin ( Zx)

3 11
u(z,t) = M2t gin (%x) 1 8™t in ( Z:B) et

b) (1 Punkt) Sei u(z,t) die Losung des Randwertproblems aus a). Berechnen Sie limy_,, u(z,t).

Da alle A\ < 0 sind, gilt lim; o v(x,t) =0, 0 < z < 2 und somit

lim u(z,t) = —x+1
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