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Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.

a) (3 Punkte) Bestimmen Sie das transversale Kurvenintegral des Vektorfelds

a(z,y) = ( Coséiy——?j);/g) )

lings der Kurve x =3 -2t y =t>+2, t€|0,1].

Hinweis: [ t*costdt = t*sint + 2t cost — 2sint.

Das transversale Kurvenintegral berechnet man nach der folgenden Formel:

Setzten wir x(t) und y(¢) in das Vektorfeld und den Tangentialvektor ein, so erhalten wir
_ . o5 442 y'(t)\ 3t?
a(xz(t),y(t)) = (cos(t), —2t° — 4t*), (—x’(t)) = (4t :

also insgesamt

1 2 1
/ (cos(t), —2t° — 4t?) - (‘Z) dt = / (3t cos(t) — 8t° — 16t)dt.
0 0

Nun gilt laut Hinweis

= 6cos(1) — 3sin(1).

1
/ 3t?cos(t)dt = 3[t?sin(t) 4 2t cos(t) — 2sin(t)] ’3
0

Insgesamt erhalten wir,

1
8
/ 3t% cos(t) — 8t8 — 16t°dt = 6 cos(1) — 3sin(1) — - - 4
0




b) (3 Punkte) Gegeben sei das Vektorfeld
T T
a:RxRxR, —R® (z,y,2)— (yewy—l—lnz,xemy — 2z, = — —|—23> )
z

Zeigen Sie, dass es fiir a ein Potential gibt. Berechnen Sie anschliefend das Potential.

R x R x R, ist ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Weiters gilt,

Ohaz — Ozas —2y — (—2y) 0
rot a =V xXa=|0:a; —01a3 | = %—% =10
Oiay — Oaay e™(1+zy) — e™(1 + zy) 0

Also ist a ein Gradientenfeld und es existiert ein Potential.

Fiir das Potential ® gilt: a = V®.

Zur Berechnung des Potentials integrieren wir a; nach x und erhalten

P(z,y,2) = e +In(z)x + c(y, 2).

Es muss aber auch ®, = ay gelten,

!

D, (z,y,2) = xe™ + ¢, (y, 2) = ve™ — 2yz.
Also ¢,(y, z) = —2yz und somit c(y, z) = —y?z + ¢(2).

Zusétzlich muss @, = a3 sein und wir erhalten

X [

(I)z(xvya Z) - _ - y2 + C,(Z) -~ = y2 + 23'
2 z
Also d(z) = 2% und somit ¢(z) = %4 +c.
Somit lautet das Potential

4

®(z,y,2) = e +In(2)x — v’z + ZZ +c.




e Aufgabe 2
(6 Punkte) Sei F:= {(z,y,2) € R®: 2% + y* = 22, z < 2} der beschriinkte Teil des
Paraboloids 2z = 22 + y* mit dem Rand OF := {(z,y,2) € R® : 2? + y*> = 4}. Gegeben sei ferner das

Vektorfeld
a:R*— R a(x,y, z) = (3y, —zz, 2%y’

Berechnen Sie die beiden Seiten des Satzes von Stokes.

Hinweis: [cos®tdt = 3(t + costsint), [sin®tdt = 3(¢t — costsint).

Es gilt also folgende Gleichheit zu zeigen: [,.a-dr = [,(V x a)-dS.

Parametrisierung der Fliche F' durch Polarkoordinaten

T COS

F(ryp):= | rsing |, 0<p<2r, 0<r<2.

r?/2
Der Normalvektor,

—rsi 2
oOF OF cos @ 7SI @ rcosg
n(?”,go) 3:a—><a—: siney | X 7 COS = | —rsiny

r © . 0 ;

Schaut man sich die Orientierung des Normalvektors an, z.B., an der Stelle ¢ = 7/2 und

r =1, so stellt man fest, dass n(1,7/2) = (0,—1,1)7 gilt, also zeigt der Normalvektor in das
Innere des Paraboloids. Fiir weitere Berechnungen nehmen wir also

n(r, @) = (r’*cosp,r?sin p, —r)’. Zu dieser Orientierung des Normalvektors ist die positive
Orientierung auf OF durch ¢ € [27,0] gegeben. Die Rotation lautet

rota:an:(z2—|—:r,O,—z—3)T.

Damit erhalten wir

Rechte Seite:

/(an) dsS = /Oz/OQW(an)-ndgodr

(r?/2)? +TCOSLp 72 cos

// | r?sinp | dedr
2/2) -

r

2T 3
:/ / <—c0s¢+r300s2gp+%+3r>dgpdr
2

3 ® 4 sin p cos o 2 3 rt  3r?
= + o go +3rp| dr=2r | (r’+3r)dr=2n|—+—| =20m.
0 2 2 0 0 4 2 |,




Die Parameterdarstellung des Randes OF ist

2cos —2sinp
r(p)= | 2sinp |, 2rn < <0, 7'(¢)=| 2cosyp
2 0

Linke Seite:

0 o[ 3-2sinep —2sin g
/ a-dr= / a(r(p)) - r'(p)dp = / —2-2cosp | - | 2cosp | dp
2 2\ 22. 2sinp 0

0
/ —125sin? p — 8 cos? 4,0) do = / (—4Sin2<p — 8) dy
2

T
0

= 20m.

[ i s1ngocos<,0 84

2




e Aufgabe 3.
a) (2 Punkte) Berechnen Sie die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

u" 4+ 2u" — 8u' = 0. (1)

Um die homogene Losung zu finden machen wir den Ansatz u(z) = e*®. Fiir A ergibt sich
dann

AN 4+2X2 -8\ =0

woraus zundchst \; = 0 folgt. Weiters gilt

Ao = —1E£vV1+48
— 27
N —4.
Jede Linearkombination dieser Losungen 16st die homogene Differentialgleichung, die

allgemeine Losung lautet daher

u(z) = A+ Be* + Ce ™,

b) (4 Punkte) Berechnen Sie eine Fundamentallosung U zu (1), die zusétzlich zu den Standardbedin-
gungen, die folgenden Bedingungen erfiillt:

e lim, , .., U(x) =0. Damit ist U beschrénkt auf R,.
e U ist beschréankt auf R_. D.h., lim, , o, U(z) < oo.

Aus der allgemeinen Losung von a) ergibt sich der stiickweise Ansatz

U(ZE) . Al + 3162z + 016_435, x > O,
o Ay + B2€2z + 026_43:, x < 0.

Folgende Bedingungen ergeben sich an die Koeffizienten

(1) U Stetlg in Null: Al + Bl + Cl = Ag -+ BQ + CQ,
(2) U’ stetig in Null: 2B; — 4C, = 2By — 405,

(3) U" hat bei Null einen Sprung der Hohe 1: 4By + 16C, = 4B, + 16Cy + 1,

(4) lim,_, 100 U(z) = 0 hat zu Folge, dass A; = By = 0 gilt,

(5) lim, o U(z) < oo is erfiillt falls Cy = 0 ist.

Damit vereinfachen sich die ersten drei Gleichungen zu

(1) C1 = Ay + By, (2) —4C) = 2Bs, (3) 16C, = 4By + 1. Aus (2) und (3) ergibt sich
By, = —11—2 und C; = i. Aus (1) folgt dann Ay = %. Damit haben wir

L_ Le2e <.

8 12

L4z, x>0,
Ulz) = { 24




¢) (3 Zusatzpunkte) Berechnen sie f als Faltung f(x) := (u*v)(z), mit v: R — R und u:
u(r) == 2z,
oy [ L 0SesL
T 0, sonst.

Hinweis: Verwenden Sie zur Berechnung von f Fallunterscheidungen.

R—-R

Wir berechnen

fla) = [ a=pierae = [ ol — el

e r<0=2x—-¢<0

1 1 1
/2[:(:—§|d§:—/ 2(x — )d€ = — [206 — &*],_ =12z,
0 0

e <<

= [owe - &7 - 20— &), =22 — 20 + 1,

er>1=x—-¢>0

1 1 1
/2|x—§|d§:/ 2(x — &)dé = [2x§—§2]§:0:2x—1.
0 0

Daher gilt
1— 2z, x <0,
flx)=4¢ 222 —2x+1, 0<z<l,
20 — 1, 1 <.

Bemerkung: f ist stetig als Faltung von u stetig und v unstetig.

/012|x—£\d§ = /OIZ\:J:—ﬁ!déﬂL/;Q!m—fldf:/OIQ(x—f)df—/le(;c—g)dg




