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T FAMILIENNAME 1 Vorname T Studium / Matr.Nr.
1. 2. 3. gesamt
Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.

a) (3 Punkte) Bestimmen Sie das Kurvenintegral des auf dem Gebiet
D:=R3\{u=(z,y,2)' € R®:2=0Ay € (—00,0]} definierten Vektorfelds

@ o
F(.T,y,Z): (902—3_3/2)+yz
(@ +y°)
langs der Kurve
Rsin(t) .
r(t)= | Rcos(t) |, te€ [O, 5} , R =const.

2t
™

Das Kurvenintegral berechnet man nach der folgenden Formel:

: x'(t)
/ F(x(t), y(t). (1)) - | /(1) | dt.
0 (1)

Die Berechnung des Tangentialvektors der Kurve ergibt

x'(t) R cos(t)
T(z(t),y(t), 2(t)) = 1(t) = y’Et% = | —Rsin(t)
2 (t 2

™

Das Einsetzen der Parametrisierung ergibt unter Verwendung von 1 = sin®(t) + cos?(t)

L sin(t) + 2t sin(t)

R
F(z(t),y(t),z(t)) = | 5cos(t) + 2t cos(t)
i
also insgesamt
2 2] 2 1 2
/02 F-Tdt = /02 [}—% sin(t) + 7Rt sin(t)| R cos(t) — [E cos(t) + ?Rt cos(t)| Rsin(t) + R?dt

und vereinfacht

z T 59 2
/ZF-Tdt:/QR—dt:R—.
0 o T 2




b) (3 Punkte)
Untersuchen Sie das Vektorfeld F aus Punkt a).
(i) Finden Sie das groite einfach zusammenhéngende Gebiet, auf dem F rotationsfrei ist.
(ii) Bestimmen Sie das Potential von F in diesem Gebiet.
(iii) Welches Ergebnis erwarten Sie fiir das Kurvenintegral des Vektorfeldes langs der Kurve w,

tR
wt)=[RA-t) |, teo,1]?
t

Vergleichen Sie dazu die Kurve w mit der Kurve r aus Aufgabenteil a).
Hinweis: [ —%*>dr = Ln(z? +a?) + C

Zia?
(i)
0o F5 — O3 F, y—y 0
rot F=V xF = 63F1—81F3 r— =10
nFy — O Fy 2y ] 0

(z2492)2 - (22492)2

Mit obiger Gleichung findet man, dass F auf dem ganzen Definitionsbereich, also auf
D=R*\{u=(z,y,2)' €R¥:2=0Ay € (—o0,0]} rotationsfrei ist. Der Definitionsbereich
ist ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Damit ist F ein Gradientenfeld und ein Potential
existiert auf D.

(i)

Fiir das Potential ® gilt: F = V®.

Zur Berechnung des Potentials integrieren wir F; nach x und erhalten unter Beachtung des
Hinweises:

1 1
O(z,y,2) = 5 In(x? + y?) + §£E22 +c(y, 2).

Es muss aber auch a%q)y = Fy gelten,

0 Yy 0 !

_q) y Y = 5 5 a_ ’ = + .
S 2) = () 2

x2+y2

Also ist c(y, z) = 1y?z + &(z). Zusitzlich muss £ @, = F; sein und wir erhalten

0 1 1 0 1 1
'y _ip2i 2l YLl e
9, 2By 2) = 527 oyt 4 5 dz) = et oy
Also ist &(z) = ¢ und das Potential von F ergibt sich zu:
1 2, 2y P2 2y 3




(iii)

Das Kurvenintegral kann ohne explizite Berchnung bestimmt werden. Die Anfangs- und
Endpunkte der Kurven r aus Punkt a) und w aus Punkt b) stimmen iiberein und da
Kurvenintegrale von Gradientenfeldern wegunabhéngig sind, ergibt sich

3
/o

F(w(t) - @t)dt = /0 F(r(r)) - #(r)dr.




e Aufgabe 2.

(6 Punkte) Satz von Gaufl

Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gaufl das Integral

3 — 622

/ Yy — 2 - dS,
04 \w? +y +2

wobei A der durch y? + (z — 2)? < 4 und —3 < 2 < 2 bestimmte Zylinder ist.

Das Integral kann mit Hilfe des Satzes von Gauf} auf folgende Form umgeschrieben werden:

x3 — 622 x3 — 622

/ Yy —z -dS:/v- vy —z | av.
A \ 2% +y +2 A 2 +y+2

3

Das entspricht

a «
AN : :

/ @ . y° —z dV:/(?)x — 122 + 3y°) dV.

A\Z r? +y+2 A

Nun miissen die Integralgrenzen bestimmt werden.

Aus der Symmetrie des Korpers folgt die Annahme, dass Rechnen mit Zylinderkoordinaten
von Vorteil ist. Weiters erkennt man aus der Bedingung y? + (z — 2)? < 4, dass die Achse des
Zylinders um 2 vom Mittelpunkt abweicht. Daher verwenden wir

x rsin(¢) + 2
y| =1 rcos(e)
z

z
Einsetzen in obige Bedingung liefert:

v+ (2 — 2)? <4 & r’sin®(¢) +ricos’(¢) <4 =r <2

Als Grenzen des Integral erhalten wir 0 <r <2, 0 < ¢ <27 und —3 < z < 2 und es folgt

/_3/0 7r/0 (3(rsin(¢) +2)* + 372 cos?(¢) — 12(rsin(¢) + 2))rdrdedz,

wobei wir dV = dxdydz = rdrd¢dz verwenden.
Unter Verwendung von sin?(¢) 4 cos?(¢) = 1 vereinfacht sich der Ausdruck unter dem

Integral zu
2 2m 2
/ dz/ d¢/ rdr(3r® —12).
-3 0 0




Die Berechnung des Integrals liefert

2 2m ? 3 3 4 12 2 2
2|2 0|, i (3r3 — 12r)dr =5 - 27 - =l I

Dies fiihrt schliellich zu dem Ergebnis

3 — 622
/ Y3 — 2z -dS = —1207.




e Aufgabe 3.

a)

b)

(1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Losung der Differentialgleichung
Lu=u"+3u=0

folgende Gestalt hat:
up = A+ Be 37,

Um dies zu zeigen, miissen wir nur die Losung uy, in die Differentialgleichung einsetzen:

u + 3u) = (A+ Be )" + 3(A+ Be ") = 9Be ** — 9Be " = 0.

(1 Punkt) Berechnen Sie die Fundamentallosung von LU = 4, die sowohl die Standardbedingungen
als auch die zusétzliche Forderung lim U(x) = 0 erfiillt.

Tr——00

Der allgemeine Ansatz fiir die Fundamentallésung lautet,

A_+B_e3 2<0
U(I) - —3z
A+ + B+€ , I > ()

Durch die Forderung lim U(z) = 0 erhalten wir A_ = B_ = 0.

T——00
Damit U(z) Fundamentallosung ist, muss gelten: U ist stetig an der Stelle x = 0 und U’(x)
hat an der Stelle z = 0 einen Sprung der Hohe 1.

Es muss somit gelten:

1
U’ hat an der Stelle Null einen Sprung der Hohe 1: —3B,e’=1= B, = —3
1 1 1

U ist stetig in Null: A, — 560 =A, — 3= 0 AL = 3"

Die Fundamentall6sung lautet somit:




¢) (4 Punkte) Gegeben sind die Funktionen

1, fir —1l<z<l1
fla) = { pom ST b g =t s,
~1, sonst,
Berechnen Sie die Konvolution ( f * g)( / flz—¢&)g(&)de.

Hinweis: Substituieren Sie v = x —

Es gilt
-1 2 1 00 2
§&+3 9 §&°+3
(f*g)(x / flx—=¢&) §d§:/ & + £° + 3d¢ + d€.
WRE= ] ot L L a0
Berechnung des mittleren Integrals fithrt auf
20

Das erste Integral lédsst sich durch die im Hinweis angegebene Substitution berechnen,

-1 2 r+1 - 2 z+1 2 2
/ & +3 de = _/ (x —u) +3du:—/ x? —2ru+ u +3du

00 (Z‘ - 6)4 -0 ut ut

z+1 .2 z+1 z+1 z+1
T 2x 1 3

[mQ xr 1 3 rﬂ_ [z2—3uz~l—3u2~l—3r+l

o

30 w2 w3 e

— 00 —00

> +3x+6
3(x+1)°

Im letzten Integral miissen nur noch die richtigen Grenzen eingesetzt werden

/°° §2+3d£_ a? —3ux +3u* +3]7 232 +6
B CEEI 3u? e Bl =1

Somit gilt

2 4+3r+6 20 22—3x+6

9@ == 3~ 317




