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— Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Taschenrechner ist erlaubt. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname 1 Studium / Matr. Nr.
1. 2. 3. gesamt
Punkte mazximal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieBlich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. oo



e Aufgabe 1.

0
a) (6 Punkt) Gegeben ist das Vektorfeld a = | 0 |. Berechnen Sie (ohne Verwendung des Satzes von
2z
GauB) das Integral [, a-dS. Dabei ist OV der untere Teil des Ellipsoidoberfliiche
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Hinweis: Zur Parametrisierung von 0V verwenden Sie die elliptisch angepassten Polarkoordinaten
xr=arcosy, y=>brsing. Beachten Sie bei der Berechnung des Normalvektors die Form von a.

Sei
= 2 yP <r<
T arcpsgp N x__i_y_:TQ’ 0<r<1,
y=>brsingp a?  b? 0 < <2m,
2
:>T2—|-Z—2—1 = 22=321-r) = z=-c/(1-7r2?) daz<0
Parametrisierung: o = ) = Z::ﬁ?‘p O=<r=l,
ara sierung: =|y]| = © D 0<p<om
z —cy/ (1 —12)
A e A B do  do
Normalvektor: — = [ bsing |, — = | brcosp | =n=|— x — |.
or cr Op 0 or Oy
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Wir berechnen wegen der Form des Vektorfeldes nur die z-Komponente: n, = —abr.

ACHTUNG: Vektor muss nach auflen zeigen, daher negativ!
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Im letzten Integral wurde die Substitution u := 1 — r? durchgefiihrt.




b) (Zusatz: 2 Punkte) Berechnen Sie mithilfe des Gaufischen Integralsatzes das Volumen des gesamten
Ellipsoids.
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Im zweiten Integral ist zwar a = aber n, = abr und deshalb sind die Integrale

iiber OF nten, und OFE ., gleich.




e Aufgabe 2.

a) (2 Punkte) Gegeben ist die folgende Fldche:

F= {r(m,y) = (

Berechnen Sie den Mafitensor M (z,y) und /det M(x,y).

x sin(y)

113'2

x cos(y)

) Lz e[0,4], ye [0,27r]}.

Mafitensor:
5 sin(y) O z cos(y)
a— - 2T 9 a_ — 0 9
cos(y) 4 —zsin(y)
or Or Or Or
9z Or Ordu 422 +1 0
M(x,y) = or Or 81"8?1{ - ( 0 :172>’
Oy dx 0Oy dy

V/det M(z,y

) = /22 (422 + 1).




b) (2 Punkte) Berechnen Sie den Normalvektor n(z,y) und seine Norm ||n(z,y)|.

Normalvektor:
o Or sin(y) x cos(y) 227 sin(y)
n(x,y):a—xa—: 2z X 0 = x :
v y cos(y) —z sin(y) 222 cos(y)

In(x,y)|| = \/4x4 sin?(y) + 22 + 4at cos?(y) = /a2 (422 + 1).

¢) (2 Punkte) Berechnen Sie den Flécheninhalt von F.

Flacheninhalt:
4 27 4 u = 4.’1:2 + 1 T 65 )
A—/ Va?(4x? + 1) d(x,y)—27r/ rV4x? +1de = | du = 8zdx ——/ u2 =
=0 Jy=0 =0 dr = g_u 4 u=1

= Z(V65 — V1) = 2(65V/65 — 1),




e Aufgabe 3.

(6 Punkte) Beweisen Sie, dass das Vektorfeld

x
+vV1i+yr+z
V14 22 Y
Ty ,
a(r,y,z2) = ————— — zsin(y2)
V1492

—ysin(yz) + =
ein Gradientenfeld ist, d.h., ein Potential ®(x,y, z) existiert mit a = V ® . Berechnen Sie ®.

Definitionsbereich von a ist R?

—sin(yz) — yz cos(yz) + sin(yz) + yz cos(yz)
_ —(1=(1) _
rot a = y 2y =

VIt 21+

also ist das Feld wirbelfrei im R3. R3 ist einfach zusammenhingend = 3 ein Potential.

o O O

Berechnung des Potentials:

vt +V1ityr+z =
i z
or 1+ a2 Y
. . t =1+ 22
Ulx,y,z) = +V1+y2+ 2 dx:/ dr +x2v/1+ 92+ 22 = |dt = 2zdx
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ou x -2y aC(y, 2) xy . 9C(y, z) .
— = + = —2sm(yz) = ——(—— = —zs1m(yz
Ay 2\/1+ 42 dy 1+ 42 (v?) Ay v?)

= C(y,2) = / —zsin(yz)dy = —/sin(t)dt = cos(yz) + C(z)

=U=vV1+22+ 21+ y?+ 22+ cos(yz) + C(z),




%—[Z] =z —ysin(yz) + C'(2) = —ysin(yz) + x = C'(2) = 0= C(z) = C,

Das gesuchte Potential ist U(z,y,2) = V1 4+ 22+ 2+/1 + y? + 2z + cos(yz) + C, C € R.




