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• Aufgabe 1.

a ) (6 Punkt) Gegeben ist das Vektorfeld a =





0
0
2z



. Berechnen Sie (ohne Verwendung des Satzes von

Gauß) das Integral
∫

∂V
a · dS. Dabei ist ∂V der untere Teil des Ellipsoidoberfläche

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, z < 0.

Hinweis: Zur Parametrisierung von ∂V verwenden Sie die elliptisch angepassten Polarkoordinaten
x = a r cosϕ, y = b r sinϕ. Beachten Sie bei der Berechnung des Normalvektors die Form von a.

Sei

x = a r cosϕ
y = b r sinϕ

⇒ x2

a2
+

y2

b2
= r2,

0 ≤ r ≤ 1,
0 ≤ ϕ ≤ 2π,

⇒ r2 +
z2

c2
= 1 ⇒ z2 = c2(1− r2) ⇒ z = −c

√

(1− r2) da z < 0.

Parametrisierung: σ =





x

y

z



 =





a r cosϕ
b r sinϕ

−c
√

(1− r2)



 ,
0 ≤ r ≤ 1,
0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Normalvektor:
∂σ

∂r
=





a cosϕ
b sinϕ

cr√
1−r2



 ,
∂σ

∂ϕ
=





−a r sinϕ
b r cosϕ

0



 ⇒ n =

(

∂σ

∂r
× ∂σ

∂ϕ

)

.

Wir berechnen wegen der Form des Vektorfeldes nur die z-Komponente: nz = −abr.

ACHTUNG: Vektor muss nach außen zeigen, daher negativ!

⇒
∫

∂V





0
0
2z



dS =

∫

2π

0

∫

1

0

2z nz dϕdr = 2

∫

2π

0

∫

1

0

c
√
1− r2 abr dϕdr =

= 4πabc

∫

1

0

√
1− r2 r dr = 4πabc

−(1 − r2)
3

2

3

∣

∣

∣

∣

∣

1

0

=
4

3
πabc.

Im letzten Integral wurde die Substitution u := 1− r2 durchgeführt.



b ) (Zusatz: 2 Punkte) Berechnen Sie mithilfe des Gaußschen Integralsatzes das Volumen des gesamten
Ellipsoids.

VE =

∫∫∫

E

dV =

∫∫∫

E

1

2
div





0
0
2z



dV =
1

2





∫

∂Eoben

a · dS+

∫

∂Eunten

a · dS



 =

=
1

2

(

4

3
πabc +

4

3
πabc

)

=
4

3
πabc

Im zweiten Integral ist zwar a =





0
0

c
√
1− r2



 aber nz = abr und deshalb sind die Integrale

über ∂Eunten und ∂Eoben gleich.



• Aufgabe 2.

a ) (2 Punkte) Gegeben ist die folgende Fläche:

F =
{

r(x, y) =





x sin(y)
x2

x cos(y)



 , x ∈ [0, 4], y ∈ [0, 2π]
}

.

Berechnen Sie den Maßtensor M(x, y) und
√

det M(x, y).

Maßtensor:

∂r

∂x
=





sin(y)
2x

cos(y)



 ,
∂r

∂y
=





x cos(y)
0

−x sin(y)



 ,

M(x, y) =







∂r

∂x

∂r

∂x

∂r

∂x

∂r

∂y
∂r

∂y

∂r

∂x

∂r

∂y

∂r

∂y






=

(

4x2 + 1 0
0 x2

)

,

√

detM(x, y) =
√

x2 (4x2 + 1).



b ) (2 Punkte) Berechnen Sie den Normalvektor n(x, y) und seine Norm ‖n(x, y)‖.

Normalvektor:

n(x, y) =
∂r

∂x
× ∂r

∂y
=





sin(y)
2x

cos(y)



×





x cos(y)
0

−x sin(y)



 =





2x2 sin(y)
x

2x2 cos(y)



 ,

‖n(x, y)‖ =
√

4x4 sin2(y) + x2 + 4x4 cos2(y) =
√

x2 (4x2 + 1).

c ) (2 Punkte) Berechnen Sie den Flächeninhalt von F.

Flächeninhalt:

A =

∫

4

x=0

∫

2π

y=0

√

x2 (4x2 + 1) d(x, y) = 2π

∫

4

x=0

x
√
4x2 + 1 dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = 4x2 + 1
du = 8xdx
dx = du

8x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
π

4

∫

65

u=1

u
1

2 =

=
π

4

(

2

3
u

3

2

)∣

∣

∣

∣

65

u=1

=
π

6
(
√
653 −

√
13) =

π

6
(65

√
65− 1) .



• Aufgabe 3.

(6 Punkte) Beweisen Sie, dass das Vektorfeld

a(x, y, z) =



















x√
1 + x2

+
√

1 + y2 + z

xy
√

1 + y2
− z sin(yz)

−y sin(yz) + x



















ein Gradientenfeld ist, d.h., ein Potential Φ(x, y, z) existiert mit a = ∇ Φ . Berechnen Sie Φ.

Definitionsbereich von a ist R3

rot a =









− sin(yz)− yz cos(yz) + sin(yz) + yz cos(yz)
−(1− (1))

y
√

1 + y2
− 2y

2
√

1 + y2









=





0
0
0



 ,

also ist das Feld wirbelfrei im R
3. R3 ist einfach zusammenhängend ⇒ ∃ ein Potential.

Berechnung des Potentials:

∂U

∂x
=

x√
1 + x2

+
√

1 + y2 + z ⇒

U(x, y, z) =

∫
(

x√
1 + x2

+
√

1 + y2 + z

)

dx =

∫

x√
1 + x2

dx+ x
√

1 + y2 + xz =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t = 1 + x2

dt = 2xdx
dx = 1

2x
dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
1

2

∫

t−
1

2dt+ x
√

1 + y2 + xz =
√
1 + x2 + x

√

1 + y2 + xz + C(y, z),

∂U

∂y
=

x · 2y
2
√

1 + y2
+

∂C(y, z)

∂y
=

xy
√

1 + y2
− z sin(yz) ⇒ ∂C(y, z)

∂y
= −z sin(yz)

⇒ C(y, z) =

∫

−z sin(yz)dy = −
∫

sin(t)dt = cos(yz) + C(z)

⇒ U =
√
1 + x2 + x

√

1 + y2 + xz + cos(yz) + C(z),



∂U

∂z
= x− y sin(yz) + C ′(z) = −y sin(yz) + x ⇒ C ′(z) = 0 ⇒ C(z) = C,

Das gesuchte Potential ist U(x, y, z) =
√
1 + x2 + x

√

1 + y2 + xz + cos(yz) + C, C ∈ R.


