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Punkte maximal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre persönlichen Daten ein.

Als Grundlage für die Beurteilung dienen ausschließlich die in die entsprechenden Kästchen
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunächst Notizen ,

und tragen Sie dann erst Ihre Lösung samt Zusammenfassung des Lösungweges ein!

Die Größe der Kästchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. ••



• Aufgabe 1.

a ) (2 Punkte) Zeigen Sie ohne Verwendung von b), dass die Fourier-Transformierte der Funktion
f(x) = (6 + 3x)e−|x| existiert, d.h., zeigen Sie, dass

∫∞
−∞ |f(x)| dx <∞ gilt.

Hinweis:

∫
x eaxdx =

x

a
eax − 1

a2
eax, für a = const.

Existiert das uneigentliche Integral

∫ ∞
−∞
|f(x)| dx so existriert die Fourier-Transformierte f̂ .

∫ ∞
−∞

∣∣(6 + 3x)e−|x|
∣∣ dx =

∫ ∞
−∞
|(6 + 3x)| e−|x|dx =

∫ −2
−∞
−(6 + 3x)exdx+

∫ 0

−2
(6 + 3x)exdx+

∫ ∞
0

(6 + 3x)e−xdx =

−(6 + 3x)ex|−2−∞ + 2ex|−2−∞ + (6 + 3x)ex|0−2 − 2ex|0−2 + −(6 + 3x)e−x
∣∣∞
0
− 2e−x

∣∣∞
0

=

0 + 3e−2 + 6− 3 + 3e−2 + 6 + 3 =

= 12 + 6e−2



b ) (4 Punkte) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion f(x) = (6 + 3x)e−|x|.

f̂(k) =

∫ ∞
−∞

(6 + 3x)e−|x|e−ikxdx =

∫ 0

−∞
(6 + 3x)exe−ikxdx+

∫ ∞
0

(6 + 3x)e−xe−ikxdx =

∫ 0

−∞
(6 + 3x)e(1−ik)xdx+

∫ ∞
0

(6 + 3x)e−(1+ik)xdx =

(6 + 3x)

(1− ik)
e(1−ik)x

∣∣∣∣0
−∞
− 3

(1− ik)2
e(1−ik)x

∣∣∣∣0
−∞
− (6 + 3x)

(1 + ik)
e−(1+ik)x

∣∣∣∣∞
0

− 3

(1 + ik)2
e−(1+ik)x

∣∣∣∣∞
0

=

6

(1− ik)
− 3

(1− ik)2
+

6

(1 + ik)
+

3

(1 + ik)2
=

=
12(k2 − ik + 1)

(k2 + 1)2



• Aufgabe 2.

a ) (1,5 Punkte) Geben sie die Euler-Lagrange Gleichung für folgendes Problem an

I[y] =

∫ 2

0

(3y′2 + 6yy′ + 3x2y) dx→ Min

und lösen Sie anschließend das Randwertproblem mit y(0) = y(1) = 0.

Euler-Lagrange Gleichung:

∂f

∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y′

)

6y′ + 3x2 =
∂

∂x
(6y′ + 6y)

6y′ + 3x2 = 6y′′ + 6y′ ⇐⇒ y′′ =
1

2
x2

Die Lösung dieser Differentialgleichung ist

y(x) =
1

24
x4 + ax+ b.

Zusammen mit den Randbedingungen erhält man als Lösung des Randwertproblems

y(x) =
1

24
(x4 − x)

b ) (4,5 Punkte) Finden Sie jene Funktion y(x), die das Integral

I[y] =

∫ 2

1

(
32y2

x
+ 2xy′2

)
dx→ Min

unter den Nebenbedingungen y(1) = y(2) = 0 und
∫ 2

1
2y(x)dx = 1 minimiert.

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz yh(x) = cxn, um zwei linear unabhängige Lösungen der ho-
mogenen Euler-Lagrange Gleichung zu finden.

h(x, y, y′) =
32y2

x
+ 2xy′2 + λ2y

d

dx

(
∂h

∂y′

)
=
∂h

∂y
:

∂h

∂y′
= 4xy′

∂h

∂y
=

64y

x
+ 2λ



4y′ + 4xy′′ =
64y

x
+ 2λ ⇐⇒ xy′′ + y′ − 16y

x
=
λ

2

Ansatz für die homogene Lösung: yh = cxn

xn(n− 1)xn−2c+ nxn−1c− 16cxn

x
= 0

n(n− 1)xn−1c+ nxn−1c− 16cxn−1 = 0

⇒ n2 − n+ n− 16 = 0⇒ n = ± 4

⇒ yh(x) = c1x
4 + c2x

−4

Ansatz für die Partikulärlösung: yp = bx

b− 16bx

x
− λ

2
= 0 =⇒ b = − λ

30

⇒ yp(x) = − λ

30
x ⇒ y(x) = c1x

4 + c2x
−4 − λ

30
x

Setzt man nun in die Rand- und Nebenbedingungen ein erhält man:

y(1) = 0 ⇒ c1 = λ
30
− c2

y(2) = 0 ⇒ c2 = 112
3825

λ

∫ 2

1

2y(x)dx = 2

∫ 2

1

(
λ

30
− c2)x4 + c2x

−4 − 56

57375
c2x =

= 2

∫ 2

1

−57319

57375
c2x

4 + c2x
−4 − 56

57375
c2x ≈ −11, 81c2 = 1

→ c2 ≈ −0, 085 λ ≈ −0, 29 c1 ≈ −0.094

y(x) ≈ −0.094x4 − 0, 085x−4 − 0, 29x



• Aufgabe 3.

a ) (2,5 Punkte) Bestimmen Sie eine Fundamentallösung von

(Lu)(t) = µ2u(t)− u′′(t), µ > 0

die die Standardbedingungen erfüllt und auf ganz R beschränkt ist.

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz u(t) = eλt.

Wir lösen u′′ − µ2u = 0 mithilfe des charakteristischen Polynoms λ2 − µ2. Damit lautet die
allgemeine Lösung u = A exp(µt) +B exp(−µt). Für die Fundamentallösung machen wir den
Ansatz

U(t) =

{
A− exp(µt) +B− exp(−µt) t < 0

A+ exp(µt) +B+ exp(−µt) t > 0

Für die Beschränktheit muss gelten: B− = A+ = 0.
Wir fordern die Stetigkeit von U und einen Sprung von U ′ bei 0 der Höhe 1:

A− = B+

−µ(A− +B+) = 1.

Damit folgt A− = B+ = − 1
2µ

und die Fundamentallösung lautet

U(t) = − 1

2µ
exp(−µ|t|) =

{
− 1

2µ
exp(µt) t < 0

− 1
2µ

exp(−µt) t > 0

b ) (0,5 Punkte) Geben Sie den Ansatz zur Lösung von

(Lu)(t) = µ2u(t)− u′′(t) = cos(µt) (1)

mithilfe der in a) erhaltenen Fundamentallösung an.

Es gilt u = U ∗ f , damit

u(t) = −
∫ 0

−∞

1

2µ
exp(µs) cos(µ(t− s))ds−

∫ ∞
0

1

2µ
exp(−µs) cos(µ(t− s))ds



c ) (3 Punkte) Führen Sie den in b) erhaltenen Ansatz aus und bestimmen Sie eine Lösung von (1).

Hinweise: Es gilt ∫
ecξ cos(bξ)dξ =

ecξ

c2 + b2
(c cos(bξ)− b sin(bξ)).

Sie dürfen ohne Beweis verwenden, dass

lim
t→+∞

exp(−t) sin(t) = lim
t→+∞

exp(−t) cos(t) = 0

gilt.

Wir integrieren:

−u−(t) =

∫ 0

−∞
exp(µs) cos(µ(t− s))ds

=
1

µ
exp(µs) cos(µ(t− s))

∣∣∣0
−∞
−
∫ 0

−∞
exp(µs) sin(µ(t− s))ds

=
1

µ
cos(µt)− 1

µ
exp(µs) sin(µ(t− s))

∣∣∣0
−∞
−
∫ 0

−∞
exp(µs) cos(µ(t− s))ds

= − 1

µ
sin(µt) +

1

µ
cos(µt) + u−(t)

Damit folgt u−(t) = − 1
2µ

(cos(µt)− sin(µt)).

Für u+(t) = −
∫ 0

−∞ exp(µs) cos(µ(t− s))ds folgt analog u+(t) = − 1
2µ

(sin(µt) + cos(µt)).
Insgesamt ergibt sich dadurch als Lösung

u(t) = − 1

2µ2
cos(µt).


