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Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. oo



e Aufgabe 2. Ein einschaliges Hyperboloid ist durch

et er (3 - () ()

c

gegeben. Wahlen Sie a = b = ¢ = 3 und verwenden Sie die Parametrisierung:

a - cosh(s) - cos(t) x
r:BCR? =R (st) b - sinh(s) =1y
¢ - cosh(s) - sin(t) z

a) (1,5 Punkte) Fiir welche (s,t) € B ist F' eine reguldre Flache? Begriinden Sie!

r(s,t) ist als Produkt stetig differenzierbarer Funktionen selbst wiederum stetig
differenzierbar. Die Vektoren

sinh(s) - cos(t)

% =3- cosh(s)
5 sinh(s) - sin(t)
" hs) - sin(t
—cosh(s) - sin(¢
% ~3. 0
cosh(s) - cos(t)

sind offensichtlich fiir alle (s,t) € R? linear unabhingig, da cosh(s) # 0 fiir alle s in R.
Eine injektive Parametrisierung wire etwa auf B = R x [0, 27) gegeben.

b) (1,5 Punkte) Berechnen Sie den Mafitensor von F!

Mit den oben berechneten Vektoren erhilt man sofort:

) _ < 9. (sinh2(5)0+ cosh?(s)) N Co(s)hQ(s) >
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¢) (3 Punkte) Berechnen Sie mithilfe des MaBtensors die Fléche von

F= {T(S7t) | (S7t) S [_]—70] X [_71-70]}
Hinweis: Substituieren sie gegebenenfalls geeignet. Sie diirfen auflerdem das folgende Integral ver-
wenden: .
/\/1—|—a72dx: 5 V1+ 2?2z + arsinh(z)
Es gilt:

1 ™
/ dsS = / Vdet(M(s,t))d(s,t) = / / 9- \/1 + 2 - sinh*(s) - cosh(s) ds dt
F (s,6)€[0,1]x[0,7] s=0 Jt=0

wobei die Identitit cosh?(z) — sinh?(x) = 1 verwendet wurde.

Mit der Substitution z = v/2 - sinh(s) erhélt man:

0

0
/dS:i-/ \/1+z2dz«/ 1-dv
F \/§ z=+/2-sinh(—1) v=—T

= —% : % : (\/1 + 2 - sinh?(—1) - /2 - sinh(—1) 4 arsinh(v/2 - sinh(—l)))
_ Y '4\/§ L (\/1 +2-sinh?(—1) - V2 - sinh(—1) + arsinh(v/2 - sinh(—l)))
Da sinh(z) eine ungerade Funktion ist, gilt: sinh(—z) = —sinh(z) und wir erhalten:
_9v2em V2w :

1 (\/1 +2-sinh*(1) - v/2 - sinh(1) + arsinh(v/2 - sinh(l)))

~ 45.03

Die Berechnung des numerischen Wertes ist nicht erforderlich, um volle Punktezahl zu
erreichen.




e Aufgabe 2.
a) (b Punkte) Berechnen Sie explizit durch Integration das Flussintegral des Vektorfelds

—X

v(@,y,z) = v
z

durch den Rand von V : {(x,y,2) e R*| 0 < 2, 0 <z <4, y? + 22 < 32}
Hinwezs:
Uberlegen Sie zuerst, welche 2 Flichen des Rands von V' keinen Beitrag zum Flussintegral liefern.

Das Volumen V ist die obere Hilfte eines liegenden Zylinders mit Radius R = 3 und Lénge
L = 4. Der Rand von V besteht aus vier Flichen: 1) der Zylindermantelfldche, 2) der
Bodenfliche, 3) der Frontseite (z = L) und 4) der Riickseite (z = 0).

/ v-dS =
v

= / v dSZylindermantel + / v - dSBoden +/ v - dSF‘ront + / v - dSRiick
Zylindermantel Boden Front Riick

Die Fliachenelemente dS ergeben sich durch Parametrisierung in Zylinder- (.S;), kartesischen-
(S2), bzw. Polarkoordinaten (S3 und Sy):

0

s, = | Reoso |- d(y,0)
Rsin ¢
0

dSy = 0 - d(z,y)
-1
r

dS; = 0 | -d(r,e)
0
—r

dS4 = 0 d(T‘,qb)




—X 0 s L
/ vdS; = / Rcos¢ | - | Rcos¢ |- d(zx,o) —/ / R? (sin?(¢) + cos(¢)) d d¢
S1 St \ Rsing Rsin ¢ 0 Jo ~ g
= RnL
—x 0
dsS, = . 0 -d =0
/SQU 2 /S2 g ) (1) (z,9)
—L r T R 1
dS; = | 0 |-d(r,¢) = —Lrdrd¢ = —=R*1L
Joras = [ remor ) o )t = [ 7 <trarae e
—0 -
/ vdSy = / rcos(¢) | - 0 - d(r,¢) =0
Sa S1\ rsin(¢) 0
/ v-dS = }R27TL
v 2

b) (1 Punkt) Verifizieren Sie mit Hilfe des Satzes von Gauf}, dass das Volumen des halben Zylinders 187
betrégt.

Da gilt: dive =1

/ vdS:/divvdV:/ dvle%L:lgw.
oV 1% Vv 2




e Aufgabe 3.

a)

(1,5 Punkte) Folgendes Vektorfeld beschreibt eine Kreiszylinderstromung:

__sin2¢

72
a(r7 ©, z) = 3 + 60:2252
0

Zeigen Sie, dass das Vektorfeld a(r, ¢, z) in kartesischen Koordinaten folgende Gestalt hat:
2xy

(22+y2)2

b(z,y.2) = | 3+ &%)

22 4y2)2

0

Hinweis: sin2p = 2sinpcosg  cos2p = cos? p — sin® ¢

sin 2¢ B 2 cos psin B 22y
r2 r2 T (a2 422
cos 2 cos?  — sin? e _y? 72— g2
34 3 2 F £ _gy 22 g, @)
r? 2 2 (7 1 )

(1,5 Punkte) Untersuchen Sie das Vektorfeld b(z,y, z) auf Quellenfreiheit.

0 21y 0 (2 —v°)\
Vo= g () oy (5t ) -

 2y(a? )+ 2xy2(2® + )20 —2y(a? +y?)? — (2 — y?)2(2? + )2y
o 2 2\4 + 2 2\4
(22 +y?) (22 +9?)

—2y(2® +y?) + 8%y + —2y(2? + ¢*) — dya® +4y°
(x2 + y2)3 -




—dy? — 4Py + 42y + 4B B
(x2 + y2)3 o

0

Das Vektorfeld b(x,y, z) ist somit quellenfrei!

¢) (3 Punkte) Beweisen Sie, dass das Vektorfeld f(z,y, 2)

Sin T cos ¥ cos 2
f(x,y,z) = | coszsinycosz

COS T COS Y Sin 2

ein Gradientenfeld ist, d.h., ein Potential ®(z,y, z) existiert mit f = V & . Berechnen Sie ®(z,y, z),
wobei das Potenzialfeld die Bedingung ®(7,0,0) = 2 erfiillen muss.

Definitionsbereich von f ist R?

—coszsinysin z + cos x sin y sin z 0
rot a= [ +sinzcosysinz —sinxcosysinz | = [0 ],
—Sinx siny cos z — sin x sin y cos 2 0

also ist das Feld wirbelfrei im R3. R3 ist einfach zusammenhingend = 3 ein Potential.

Berechnung des Potentials:

0P

a—:sinxcosycosz = ®(x,y,2) = —cosxcosycosz + Ay, z)

x

0P 0A 0A

a—y:Cosxsinycoszzcosxsinycosz+a—y :>0_y20’ Ay, z) = B(2)
od , . / /
a—:cos:pcosysmz:cosxcosysmz—l—B(z) = B'(z) =0, B(z)=c
2

O(z,y,2) = —cos T cosycos z + ¢
Mit obiger Bedingung ergibt sich

O(x,y,2) =cosxcosycosz+ 1




