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Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional

Ily| == /0 (—dzyy + 22°(y')* + 3y + sin(z) cos(z)) d

Finden Sie jene Funktion, die I[y] unter der Nebenbedingung

1
oly] == / (2zy' + 3y) do = 2v/5 — 12
0
und den Randbedingungen
minimiert.

a) (2,5 Punkte) Fiihren Sie die Losung dieses Problems mit der Methode der Lagrange Multiplikatoren
auf die Losung einer Differentialgleichung zuriick.

Im Folgenden sei, analog zum Skriptum, der Integrand des zu minimierenden Integrals mit
f(z,y,9") und jener der Nebenbedingung mit g(z,y,y’) bezeichnet.
Wir definieren die Hilfsfunktion:

h(z,y,y") = f(z,y,¥) + X g(z,y,v)

h(z,y,y) = —4xyy’ + 22%(y')* + 3y + sin(x) cos(z) + X - (229 + 3y)

Wir berechnen:

ah(ﬂf, Y, y/) /
L9, Y) _ _y 34 3\ 1
% Y + 5+ (1)
8h(377 Y,y ) = —dzy + 4x2y' + 2\ (2)

oy’
/
A (Ohz.y.y) = —dy — day’ + 8zy + 4z%y" + 2) (3)
dx oy’

und setzen (1)-(3) in die Euler-Lagrange-Gleichung

d <3h(x,y,y’)) _oh

dx Y’ dy

ein und erhalten:
4oy + 8wy — 4y =3+ A (4)




b) (3,5 Punkte) Losen Sie die hergeleitete Differentialgleichung allgemein durch Wahl der passenden
Ansétze fiir die allgemeine Losung der homogenen und fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen
Gleichung.

Losung der homogenen Differentialgleichung
4o’y + 8xy — 4y =0 (5)

durch Wahl des Ansatzes: y(z) := K - a2™.
Ableiten ergibt:
y(z) = Kna""! (6)

y' = Kn(n —1)2"? (7)
Einsetzen von (6) und (7) in (5) liefert:

(4n2 +4n — 4) Kz" =0
Dies muss fiir alle x € R gelten, also:

—1++5

n2+n—1;0 = Nig = 5

Damit lautet die allgemeine Losung der homogenen DGL:

yn(z) = Ap 5" + Br 3

V5

(8)

Fiir die Partikularlosung von (4) wird aufgrund der Gestalt der Inhomogenitit der Ansatz

yp(r) =a = y,(z) =y, (x) =0

gewahlt.

Damit folgt:

34+ A 34+ A
rtamty oS oS

Somit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung;:

_ 5 —1—+5 3 A
y(x) = Ax 52 BT % (9)




¢) (0 Punkte) Finden Sie nun jene Funktion, die I[y] unter den gegebenen Neben- und Randbedingungen
minimiert.

Unter Verwendung der ersten Randbedingung erhélt man,

1 1
y(0) = —4=A-0+ B-limz 12“5—1(3“).

Damit y(z) beschrankt bleibt, muss man B = 0 wihlen und somit legt die erste

Randbedingung zwei (!!!) Konstante fest, B = 0 und A = 13. Das ist i.A. natiirlich nicht der
Fall.

Die zweite Randbedingung liefert

1
y(1) = —4=A—(3+13) = A=0
und die Losung lautet:
y(x) = —4.
Diese Losung erfiillt zwar die RBen aber nicht die NB. Mit ¢/(z) = 0 folgt
1 1
/ (2zy" + 3y) dx = / 3. (—4)dr = —12 # 2v/5 — 12,
0 0

D.h., die obige Losung erfiillt die RBen aber nicht die NB.
Eine Losung, die die Originalaufgabe 16st existiert nicht.




e Aufgabe 2.

—

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass (f * g)(k) = f(k)g(k).

—

(f *9)(k) =

Unter Verwendung von y = x — £ = dax = dy erhélt man

|| rate e agan - ( | s dg) ( |

| Gro@eta= [ [ se

(z — &e * d¢ da

gly)e dy) = F(Rah) .

b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Funktion s(z) durch Fourier-Riicktransformation von

Lojkl<1
s(ky=rk)=1<2 -
(k) = r(k) {O o
Hinweis: %(eix - e—ix) = sin(z)
1 [ : 1 [t 111, . 1
S\ = — k lkxdkj: — — lkxdk: - ikx
s(x) o _OOT’( Je o | 2e 59 (e )_1
111, . 1 sin(x)
it Hi i = —Z (% —p7®) = T\
mit Hinweis 5o (e —e ) P
111 112 ——
ohne Hinweis: = ———(cosz +isinx — (cosx —isinx)) = ——; sinz = 1 sin(z)
21 x 21 2mx 21 o0




¢) (4 Punkte) y(x) sei durch die Integralgleichung

y(z) = / ) %-e—“ d¢

gegeben. Bestimmen Sie die Fouriertransformierte g(k) und geben Sie y(z) in Form eines bestimmten
Integrals an. Verwenden Sie dazu die Ergebnisse aus a) und b)!

Man erkennt, dass das Integral ffooo Sing(é) e~ l*=¢l d¢ die Faltung der Funktionen Smxﬂ und

el ist. In a) wurde gezeigt, dass die Fouriertransformierte der Faltung das Produkt der
gefalteten Funktionen ist:

G(k) = ( / Z Sinf/)-\e“ df) = i@ ce-lal |

Aus b) ist bekannt, dass %Smxﬂ die Fourier-Riicktransformierte von r(k) ist. Daher gilt auch

—

sin(z)

= 2mr(k) .

T

Weiters muss die Fouriertransformierte von el bestimmt werden:

o o) ) 0 ) o0 ) 0 ) o) )
e—ll = / e—|m\e—1km dr = / eme—lkm dl’—l-/ e—xe—lkz dr = / ez(l—lk) d$+/ e—m(l—l—lk) dr .
—00 —00 0 —00 0

Es gilt lim,_,_ %) = lim,_,.  e=*(+%) = 0. Daher ist

— 1 1 L4ik+1—ik 2
“lel = 1-0)+——(0+1)= = ,
= O R O Y = A T 1

Mit diesen Ergebnissen erhélt man die Fouriertransformierte von y(x) zu

2 2okl <1
j(k) = 2mr(k = { T =
§k) = 2mr(k) {0 k| > 1

Um y(z) zu bestimmen wenden wir die Inversionsformel an:
1 8] ) 1 eikx
=_— j(k)e* dk = | ———dk .
o) = 5= [ awermar= [

Dies ist eine Darstellung von y(z) in Form eines bestimmten Integrals und muss nicht weiter
gelost werden.




e Aufgabe 3. Ein homogener, diinner Stab der Linge L habe zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine konstante
Temperatur Ty. Nun wird der Stab am linken Ende mit einem Wéarmereservoir der Temperatur 77, sowie
am rechten Ende mit einem Reservoir der Temperatur 7, verbunden.
Die eindimensionale Wirmeleitungsgleichung fiir die Temperatur u(x,t) an der Stelle z: 0 < z < L zum
Zeitpunkt ¢ > 0 lautet

ou 0%u

E:D@, U($70):T0

a) (1 Punkt) Geben Sie die stationdre Losung uggat(z) an.

8ustat 82ustaut
ot 0x?
Die Koeffizienten a und b ergeben sich aus den Randbedingungen wug,(0) = 77 = b und

ustat(L) =Ty, =aL+T, = a= T22T1 )

= Ugpar = AT + b .

T — T
T
L

ustat(x) - Tl +

b) (5 Punkte) Losen Sie die Warmeleitungsgleichung fiir die angepasste Funktion v(z, t) = u(z,t) — ustat()
unter den entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen fir v(x,t).
Hinweise:

fo Sm(ﬁr ) sin (47 )dx—éﬂm’

fo x sin ( ) 1)k,

Es gilt fiir v(z,t) = u(r,t) — Usar (z) wegen 2%tat = 0 und ta Tt = 0 die gleiche
Wiérmeleitungsgleichung wie fiir u(z, t)

Ov D 0%

ot oa?
mit den Rand- und Anfangsbedingungen
v(0,t) =v(L,t) = 0

v(z,0) :Twmmmﬁﬂﬂ—ﬂH(ﬂzE)m

Wir machen den Separationsansatz v(x,t) = X (z)T'(t) und erhalten nach Einsetzen in die
Wiérmeleitungsgleichung

X" T
XT=DX'"T = D> == =)\<0.
X T

Mit der Randbedingung X (0) = 0 ist die Losung der Differentialgleichung DX"” = AX sofort
ersichtlich: X (z) = Asin(ux). Aus der Randbedingung X (L) = 0 folgt uL = jm = p= ”
mit j = 1,2,3.... AuBerdem ergibt sich A = —Dp* = \; = —D (%)2, jeN




X;(z) = A;sin (‘%x) , JEN.

Die Differentialgleichung fiir T(¢): T = AT hat, da es unendlich viele A; gibt, die
Losungsschar
Tj(t) = Bje ™', jeN.

Die allgemeinste Form der Losung fir v(x,t) ist daher mit C; = A, B,

v(z,t) = Z Cj Lo~PUE)t gin (%x) :
j=1

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 muss die Anfangsbedingung v(z,0) = (ITp — T1) + (B52) 2 = cx + d
erfiillt sein. Also folgt

v(x,0) = ; Cj - sin (‘%x) = cx+d
jzl C; - /0 sin <‘%x) sin <%x) de = /0 (cx 4 d) sin (%x) dx

L L . (kT
C - 5 = /0 (cx 4 d) sin (fx> dz

9 (L
=Cp = Z/ (cx+d)sin(k%x) dx
0

Vv
—5.,. L
=05k 5

e~ o

L L
C/o T sin <k%m) dx+d/0 sin <k%x) dx

-~ -

=L2 (Cq)kt =i (FDF+141)

L L4 d) ] = 2 (1R (T~ T) + (T~ T) + (To — T)
= % (D)"Y (Ty - )+ To — Th] .

Damit lautet die Losung
L1 - im)? il
v(z,t) = — Z = (=1 (T —To) + Ty — Th] - e PUE) . in (NTT) :

7rj:1] L




