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PRAKTISCHE MATHEMATIK II FUR TPH, (103.058)
Test 2 Gruppe A (Fr, 14.06.2019) (mit Losung)

— Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Taschenrechner ist erlaubt. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1 Vorname T Studium / Matr.Nr.
1. 2. 3. gesamt
Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.

a) (2 Punkte) Gegeben sei die Lagrangefunktion mit ¢ := ¢(z) und A,

1 1
h(z, @, ¢') = %(W)Q + §mw29€2902 + A’

Finden Sie eine Differentialgleichung fiir ¢(x), welche das Wirkungsintegral

1 1 55

eli= [ (5@ + gmetas?) do

unter der Nebenbedingung

minimiert.

Mit
b, 0.¢) = 5 (&) + 2 mea®p? + Ag?
e 2m 2
ergibt sich mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichung:

a (ony_on
de \oy' ) Oy

Die einzelnen Teile ergeben sich zu

Oh

P = (mw’z® 4+ 2)) ¢ (1)
d [ Oh d (1 1
o _“ i _ //' 2
dz (agp’) dz (mgp) m” 2)

Einsetzten von (1) und (2) in die Euler-Lagrange-Gleichung und vereinfachen ergibt
2,2 1 1"
(mw?z +2)\)¢:E¢ : (3)

Fiir —\ = E ergibt sich die Schrédingergleichung fiir einen eindimensionalen harmonischen

Oszillator. (Nicht gefragt)
1 1
——ngp” + §mw2x2<p = Eyp (4)




b) (2 Punkte) Gegeben sei die Lagrangefunktion des Keplerproblems mit r = r(¢) und A,

, A
h@nm::%(ﬁ&+¢ﬂ+;,

wobei m und ¢ Konstanten sind. Finden Sie eine Differentialgleichung fiir jene Funktion r(t) welche
das Wirkungsintegral

I = / [% (ﬁgz's? + f~2ﬂ dt
[l

unter der Nebenbedingung

minimiert.

Wieder verwendet man die Euler-Lagrange-Gleichung;:

d (onY _on
dt \or) or
Die einzelnen Teile ergeben sich zu

o _

5 mro® — 2 (5)
d (0h d . .
pr (87) =% (mr) = mi. (6)
Einsetzen von (5) und (6) in die Euler-Lagrange-Gleichung und vereinfachen ergibt
, - A
mit = mre?* — =l (7)

¢) (0,5 Punkte) Losen Sie die Gleichung aus b) nach 7(¢) fiir A = 0 und ¢ = 0 unter den Randbedingungen
r(0) = —1 und 7(0) = 1.

Es ergibt sich die einfache Gleichung
mit = 0, (8)

mit der Losung

r(t) = Cyt + Oy, (9)
Unter Verwendung der Randbedingungen ergibt sich

r(t) =t —1. (10)




d) (1,5 Punkte) Unabhéngig 16sbar. Gegeben sei wieder die Lagrangefunktion und das Wirkungsintegral
und die Nebenbedingung aus b). Hier sei ¢(¢) die Funktion und r bzw. 7 sowie m sind als konstant
zu betrachten,

hit,0,6) = 5 (126" +7%) + %

Zeigen Sie mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung, dass der Drehimpuls | = mr2¢ eine Erhaltungs-
groBe ist, sich also zeitlich NICHT &ndert.

Es gilt
d (Oh oh
o Z2) = = 11
dt (a¢) 0¢ (11)
Aus o
)
i 12
5 =0 (12)
und oh
— =mrip =1 (13)
oo
folgt somit, dass
d 9 dl

und daher [ zeitlich konstant ist.




e Aufgabe 2.

a)

(4 Punkte) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion f(z).

f(z) = (3 +a)e P

axr

Hinweis: [ze*dr = Ze a = const.

(34 z)e Plemheqy

Zunéchst 16st man den Betrag auf.

.

(3 -+ aj)e(l—ik’)I—de + / (3 + x)e—(l-‘rik?):c-‘erx
2

X 1 4 3 (-ikja—22 X 1 3
= _— 6 _ J— N
1—ik  (1—ik)? 1—1ik o 1+ik  (1+ik)?2 1+ik
e—Qik 1 e—Qik 1
= 5— 5
1—ik< 1—ik>+1—|—ik< +1+ik‘)

> 6—(1+zk)z+2 Bo




b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktion f(x) unter Verwendung der Linea-
ritdt der Fouriertransformation, sowie der Ableitungsregeln der Fouriertransformierten.

. . T _ K2
Hinweis: e** = \/me™ 1

Zuerst berechnen wir:

Nach Verwendung der Ableitungsregeln erhélt man:

1 —_—
—— 7562 - —k’2 712
26 + 4( Je

Mithilfe des Hinweises erhélt man das Endergebnis:

12

fh) = 32— k) - e




e Aufgabe 3. Gegeben sei das folgende Anfangs-Randwertproblem:

a)

b)

c)

Ou(z,t) O*u(z,t)
= <zxr< >
BT D 2 0<z<L t>0

u(0,t) =1, u(L,t) =3

5 2
u(z,0) = sin (%x) + 4sin (%x) + 7% +1
(0,5 Punkte) Welches physikalische Problem konnte durch diese Differentialgleichung beschrieben

werden?

Wiérmeverteilung in einem quellen- und senkenfreien, homogenen diinnen Stab der Linge L.

(1,0 Punkte) Berechnen sie die stationdre Losung uszat(z).

Fiir die stationdre Losung gilt:
ausmt _ O _ D82ustat
ot 0x?

Ustat — kT + d

Die Koeffizienten £ und d lassen sich aus den Randbedingungen berechnen.

ustat(L) =kL+1—k= % Ustat(fli) =17 +1

(1,0 Punkte) Passen Sie die Anfangs-und Randbedingungen an die Funktion v(z,t) = u(z,t) —usta ()
an.

Da 4stat — () und % = 0 sind, gilt fir v(z,1):

ov 0%v
o Por

Fiir die neuen Anfangs- und Randbedingungen ergeben sich:

v(0,t) =0=wv(L,t)

3
v(x,0) = sin (%:E) + 4sin (;x)




d) (3,0 Punkte) Losen Sie die Warmeleitungsgleichung fiir v(x,t).

Wir setzen den Serperationsansatz v(z,t) = X (x)7T(t) an und setzen ihn in die
Wiérmeleitungsgleichung ein.

. T X
XT=DX"T = —=D— =\
T X

Fiir X(x) verwenden wir den Ansatz: X (x) = Asin(ux) + B cos(uz). Mit den
Randbedingungen erhilt man X (0) = B = 0 und
X(L)=0=Asin(uL) = pL =nm — p =25 (n=1, 2, 3, ...). Eingesetzt in die DGL ergibt

sich A\, = —D (%x) -

Xn(z) = A, sin (%T) , neN

Fiir T(t) wihlen wir einen Exponentialansatz. Es gilt zu beachten, dass es unendlich viel A,
gibt, weshalb man fiir T(t) eine Losungsschar T,,(t) erhélt.

T,(t) = Cpe™*' neN

Als allgemeine Losung erhélt man die Summe iiber alle n, wobei E,, = A, C,
> nm 2
v(z,t) = Z EnefD(T) “sin (%x) (15)
n=1
Zur Bestimmung der Koeffizienten D,, verwenden wir die Anfangsbedingung v(x,0)
5 [ee]
v(x,0) = sin (%x) + 4sin (%x) = nz:; E, sin (%x)

= E1 = 1, E5 =4
Die Endlosung lautet damit:

s 2 L 2 5
v(x,t) = e P(E) tgin (%x) +4e P(F) tgin (%x)




e) (0,5 Punkte) Uberpriifen Sie, ob die Funktion u(z,t) die vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillt.

u(z,t) = v(x, t) + ugq(x)
™ 2 ™ 2 5 2
u(z,t) = e (1)t gin (%:U) +4eP(F) tgin <;x) + T+ 1
u(0,t) =1 v
u(L,t)=3 v




