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PRAKTISCHE MATHEMATIK II FUR TPH
1. Haupttest (Mo, 03.05.2021) (mit Lisung)

— FEin einfacher Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1. Gegeben sei das Vektorfeld

xz?

a(ﬂf,y,Z) = (3_Z2)y
222y

Wir wollen nun den Fluss durch die Oberflichen des folgenden Volumens und seiner Teilvolumina berech-

nen.
{(2,y,2)T € R?: 2% +y? <12 fiir 2 € [-2,2]}

V=
{(z,y,2)7 € R®: 2% + ¢* + 2* < 16 fiir |2] > 2}
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Abbildung 1: Skizze des Volumens

a) (2 Punkte) Berechnen Sie explizit den Fluss des Vektorfeldes durch die Oberfldche des Zylinderman-

tels.
Hinweis: Verwenden Sie, falls nétig, folgende Integrale: fo% sin?z =, fo% cos?x =

Der Zylinder ist entlang der z-Achse von z = —d = —2 bis © = d = 2 orientiert und besitzt
einen Radius von R = 2v/3. Wir parametrisieren entsprechend in Zylinderkoordinaten.

xr = Rcosp, ¢el0,2n]
y = Rsingp
z =z, z € [—d,d|

Berechnen wir nun die Fldchennormalvektoren. Dafiir brauchen wir die Tangentialvektoren
an die Flache. Die erhalten wir aus der linearen Approximation der Parameterdarstellung
der Flidche (mit Schrittweite 1 in den Parametern).




9 Rcosyp —Rsinp

%:8_ Rsinp | = | Rcosyp
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or  Ox 7= 1

Den Fliachennormalvektor erhalten wir aus dem Kreuzprodukt.

Ory;  Ory —Rsingp 0 cos ¢
ng=—X—=| Rcosp | Xx |0] =R |sing
dp 0y 0 1 0

Setzen wir einige prignante Winkelwerte ein (z.B. ¢ = 0, oder ¢ = 7/2) erkennen wir, dass
die Orientierung aus der Fliche hinaus zeigt (bzw. bei Linksumlauf immer rechter Hand
liegt), wir also die richtige (positive) Orientierung erhalten haben. Das Ergebnis sollte nicht
iiberraschen und liele sich auch direkt hinschreiben, denn die x-y-Ebene liegt normal auf die
Mantelflache und daher sind eben genau die Ortsvektoren in der x-y-Ebene die
Fldchennormalvektoren und wir konnten das einfach aus dem parametrisierten Ortsvektor
iitbernechmen. Als néchstes miissen wir unsere Parametrisierung in das Vektorfeld einsetzen
und das Flussintegral berechnen.

Rcos p 22
a(e,y) = | (3—2%)Rsingp
2R3 cos? psin ¢
Rcos ¢ 2* cos ¢
a-ng=|B—=22)Rsing | -R|sing | = R?2%cos® ¢ + (3 — 2*) R*sin? p
2R3 cos? psin ¢ 0
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Uber eine ganze Periode haben sin? und cos? die gleiche Fliche, weshalb sich das erste und
das dritte Integral wegheben. Die Integrale sind gegeben, berechnen wir aber das mittlere
Integral explizit (cos? funktioniert mit dem gleichen Trick), so etwas werden wir im Laufe
des Studiums noch oft brauchen.

o 2 2
—1—/ COSz(png:/ 1 —sin? pdy
0 0 0
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/ sin? o dp = —sin @ cos @
0
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2/ sin? pdp = 21 = / sinfodp =m
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Fiir den Fluss durch den Zylindermantel erhalten wir also f ov, 0" Nz dS,; = 6dR*m = 144r.




b) (2 Punkte) Betrachten Sie die Skizze in Abbildung 2 und finden Sie die Integrationsgrenzen fiir die
Berechnung des Volumens einer Kappe (der Volumsaufsatz an den Enden des Zylinders), ausgedriickt

in gegebenen Groflen, mit Vi = f: foa OQW r?sin 0 drdide.
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Abbildung 2: Frontansicht des Volumens

Die Losung des Integrals ist

- ) 3
Vi = R (§ — cosa + cos?) a)

und e ergibt sich zu 2. Berechnen Sie nun den Fluss durch die gesamte Oberfliche mit moglichst
geringem Aufwand.

Die Integralgrenzen erhalten wir aus Uberlegungen zu Rechtwinkeligen Dreiecken. ) € [0, a]

mit
¢ R
o = arctan ( — | .
d

Die untere Grenze des Radiusintegrals ergibt sich zu

also r € [d/ cos, 3].

Wir sehen uns einmal die Divergenz des Vektorfeldes an. Kommt dabei ein sehr einfacher
Ausdruck heraus, sind die Volumsintegrale leichter zu berechnen, als die
Oberflachenintegrale.
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V-a:%xz2+8—y(3—22)y+£2x2y:2’2+3—22:3

/ 3dV =3V = 3(2dR°m + 2Vi) = 6dR’m + 2(d + e)*m (2 — 3cos a + cos’ a)
v
Mit a = arctan R/d = 7/3 und R = d + e = 4 erhalten wir

Gges = 224

Nota bene: Geschickt gemacht ist ein Haufen Arbeit gespart aka work smart not hard!

c¢) (1 Punkt) Berechnen Sie aus Thren bisherigen Ergebnissen den Fluss durch die Oberflichen der noch
nicht extra berechneten Teilvolumina.

Ubrig bleibt noch der Fluss durch die teilkugelfsrmigen Kappen. Diesen erhalten wir einfach
durch Subtraktion des Flusses durch den Zylindermantel vom gesamten Fluss. Nachdem das
Volumen und das Vektorfeld in z symmetrisch ist teilt sich der Fluss gleichméfig auf.

1
/ a-anSK = §(¢ges_¢Z) = 407
Vi

pro Kappe.




d) (1 Punkt) Bestimmen Sie den Flachennormalvektor des an den Zylinder anschlieBenden Teilvolumens
im Bereich positiver z-Werte.

An den Enden des Zylinders sind Teile der Kugel mit Radius R = 4 und Mittelpunkt im
Ursprung aufgesetzt. Der Flichennormalvektor einer Kugel ist einfach der radiale Vektor mit
der Funktionaldeterminante als Faktor um das Flachenelement richtig zu skalieren. Wir
kénnen also sofort

sin ¥ cos ¢
nks = R*sinf [ sindsin @
cos v

hinschreiben. Sehen wir uns der Vollstandigkeit halbe noch die explizite Rechnung an.
Parametrisieren wir Kugel (ob fiir den positiven, oder negativen z-Bereich macht hier keinen
Unterschied) erhalten wir.

r = Rsindcosy, ¢ € |0,27]
y = Rsinvsiny
z = Rcos1, v e [0,7/2]

Damit konnen wir die Flachennormalvektoren berechnen

or Rsind cos ¢ Rcosvcos p
a?r =35 Rsindsing | = | Rsinvsingp
Rcos? —Rsind
—Rsindsin g 0
0 0
gK+ =5 Rsindcosy | = [ —Rsindsing
¥ ¥ 0 Rsin cos ¢
Orce  Ori. R cos 9 cos ¢ -R sin Jsin @
nK+:W>< % Rsinvsing | x | Rsintdcosy
¥ —Rsinv 0
R?sin? ¥ cos ¢ sin? ¥ cos ¢
= R?sin? ¥ sin ¢ = R? | sin®¥singp
R? cos ¥ sin ¥ cos? p 4+ R?sin ¥ cos ¥ sin? ¢ sin ¥ cos 9

Auch hier passt die Orientierung, wie man durch explizites Einsetzen iiberpriifen kann, oder
daran erkennt, dass der Normalvektor dem Ortsvektor mal Rsin® entspricht (bei einer
Kugel zeigt der Normalvektor ja in radiale Richtung). Wir sehen auch, das Flachenelement
skaliert mit R?sin). Es verschwindet also bei 1 = 0. Das macht Sinn, da die Breitenkreise
zum Pol der Kugel hin immer kleiner werden. Das ist Ausdruck der Singularitidt der ¢
Koordinate am Pol der Kugel.




e Aufgabe 2.

a) (2 Punkte) Gegeben sei folgendes Vektorfeld:

azy
F = —yzl+ -y |, a€eR.
27 =)

Bestimmen Sie « so, dass F quellenfrei ist. Untersuchen Sie F anschlieSfend noch auf Wirbelfreiheit.

V~F:ay—z—3y+zéo

a=3

—y+vy 0
VxF= 0—-0 = 0

3r — 3z 0

b) (4 Punkte) Berechnen Sie ein zugehoriges Potential fiir folgendes Vektorfeld. Die Wirbelfreiheit des
Vektorfeldes kann angenommen werden.

(xgx%z) + Sin(y)
a(z,y,z) = | 3ln(z? +2?) + 2yze¥” + x cos(y)
e
Geben Sie weiters den numerischen Wert ®(1,0,1) fiir C' = 0 als Losung an.
Hinweis: Zum Losen des Integrals eignet es sich u = 2% + 22 als Substitution zu verwenden.

Allgemein gilt:

a(z,y,z) =Vo
Deshalb gilt auch,
0P xy + sin(y)
— = ——— +5sin
or  (x2+ 2?) 4

Durch Integration nach z erhélt man mithilfe des Hinweises:

u=x*+ 2
du = 2zdx

P(2,y,2) = / 21 2) + sin(y)dx =

= g In(z? + 2%) + wsin(y) + b(y, 2).




Leitet man nun das gefundene Potential partiell nach y ab und vergleicht es mit der
y-Komponente des Vektorfeldes erkennt man:

o 1 ob 1
Gy = 51 ) reosly) + 5 = Sha(e? )+ 2050+ cos(y)
S—Z = 2yzey2
b( ) o 2 y2d o u = y2 o y2 + ( )
Y, 2) = yze y_du:dey_Ze c(z

Damit erhéalt man,
O(x,y,2) = %111(172 + 2%) + xsin(y) + ze¥ + c(2)

Schlussendlich muss auch

0P Yz 2 yz 2

L AM— ) = —7 v

0z (.:1:2+22)+6 e ($2+22)+6
gelten.
Daher muss ¢/(z) = 0 sein und ¢(z) = C
Als Endergebnis erhélt man:

O(z,y,2) = %ln(a:2 +2%) + wsin(y) + ze¥” + C, mit C' € R.
®(1,0,1) = 1

Achtung! Das Vektorfeld a ist fiir x = z = 0, y Achse, nicht definiert. Das angegebene
Potential gilt nur in einfach zusammenhingenden Teilgebieten von R?, die die y Achse nicht
enthalten, also fiir (x,y, z) mit 22 + 2% > 0.




e Aufgabe 3.
Gegeben sei das Vektorfeld v(z,y, z) mit

v(z,y,z) = | —4x
3

a) (1.5 Punkte) Berechnen Sie das Kurvenintegral von v entlang der parametrisierten Kurve C' =
{(2cosp, sing, 0) : 0 < p < 27}.

Um das Kurvenintegral berechnen zu kénnen, wird zunéchst der Tangentialvektor r'(¢) an
die Kurve C berechnet.

/ dr —2sinp
V(o) = o= | cosy
v 0

Nun kann das Kurvenintegral des Vektorfelds entlang von C berechnet werden.

2 or [ 4sing —2singp
/ v-dr = / v(r(p)) - ' (p)dp = / —8sinp | - | cosp | dp =
C =0 p=0 3 0

2

= / (—8sin2<p — 8singpcos<p) dp = —8m
¢

=0

Im letzten Schritt wurde partiell integriert.

b) (1.5 Punkte) Betrachten Sie nun die parametrisierte Flache F' = {(u, v, /1 — “% —v?): §+02 <1}
Berechnen Sie den nach auflen zeigenden Normalvektor auf die Flache. Berechnen Sie aulerdem die
Rotation des Vektorfelds v.

Zur Bestimmung des Normalvektors miissen zunéchst die Tangentialvektoren an die Fléache
bestimmt werden.

1 0
or 0 or 1
ou |« |7 v |_ v

4\/17%71)2 1,%71)2

Der Normalvektor wird nun aus dem Kreuzprodukt der beiden Tangentialvektoren gebildet.

(1) 0 4142 2

u U 1—4=
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/ 2 2
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Bei Betrachtung der dritten Komponente kann erkannt werden, dass der nach auflen
zeigende Normalvektor gefunden wurde. Nun wird noch die Rotation von v berechnet.

o)

% 2]} 0
Vxv= |5 | x| -4z ]| = 0

g 3 4

¢) (3 Punkte) Berechnen Sie nun mithilfe der in Unterpunkt b) erhaltenen Ergebnisse das Flichenintegral
der Rotation von v {iber die Flache F. Dieses kann mithilfe des vektoriellen Flachenelements dS wie
folgt dargestellt werden [,,(V x v)-dS. Erhalten Sie das gleiche Ergebnis wie in Unterpunkt a)? Falls
ja, warum? Falls nein, warum nicht?

0 4 1———v2
/(va)-dS:/ 0 |- + :_4/ dv/
F w?2<1 \ _y 1—*—v2 -1 o102

1 ‘ ™
= —16/ V1 —v2dv (v=gine) —16/2 cos2(g0)dg0 = —8m
v=—1 p=—

us

Im vorletzten Schritt wurde v mit sin(y) substituiert und anschlieend wurde partiell
integriert.

Man erhilt das gleiche Resultat wie in Unterpunkt a), da C' jene glatte Kurve ist, die die
reguldre und orientierbare Fliche F' berandet, wodurch der Stokes’sche Integralsatz gilt

/Cv-dr:/F(VXV)-dS.




