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Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.

a) (3 Punkte) Gegeben sei ein Vektorfeld

o) = (25

und eine Kurve, die wie folgt parametrisiert ist:

Berechnen Sie das Kurvenintegral des Vektorfeldes

/a-dr.
c

Joa-dr= [ aude+aydy = [y (ax(x(t), ()2 (£) + ay(x(t), y(£))y' (£))dt =
) sin(t) 2t dt + [ (1 + 23362 dt = 2(—t cos(t)|§ + [y cos(t) dt) +3 [ (t5 +17) dt =

2(sin(1) — cos(1)) + £

b) (3 Punkte) Gegeben sei ein Vektorfeld

a(z,y,z) = v ,

mit f € R und y,z > 0.
(1) Fiir welchen Wert von 3 ist a wirbelfrei?

(2) Uberpriifen Sie die hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Potentials ®(x, y, 2)
(3) Berechnen Sie ®(z,y, z), so dass ®(1,1,1) =5 gilt.
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falls 5 =1 gilt.

)

rota=01in B = {(z,y,2) € R®:y,z > 0}. B ist einfach zusammenhingend und deshalb
existiert ein Potential ®(z,y, z) € C'(B) mit grad ®(z,y, z) = a.

(3)

gi =In(zy) = P(z,y,2) = xIn(zy) + f(y, 2)

o =z Jf = of

= = —=-= = = O(z,y,2) =

=y oy g~ oy 07 T =9 = @) = wln(zy) +g(2)
0d  «x

5 = z+g/(2):§:> §d(2)=0= g(z)=ceR= ®(z,y,2) =xln(zy) +¢

Aus ®(1,1,1) = 5 ergibt sich ®(x,y, z) = zIn(zy) + 5.

e Aufgabe 2.
Gegeben sei eine Teilmenge des R3,

22 g

V= {(IayVZ) E]Rg : 1_6+§+ZQ < ]-’ IZO}
Dabei handelt es sich um ein halbes Ellipsoid, welches durch die yz-Ebene begrenzt wird. Die Oberfliche
von V', OV = 9V, U OVp, besteht aus dem Mantel und dem Boden:

2 g
OV := {(a:,y,z)E]RS:l—G—i-g—l—ZQ:l, x> 0},
%
Ve = {(z,y, 2) ERS:E—l—zZS 1, z = 0}.




Weiters sei ein Vektorfeld,

a(r,y,z)=| =z

gegeben.

a)

b)

(4 Punkte) Berechnen Sie explizit den Fluss des Vekorfeldes durch die Oberfliache des Ellipsoidmantels

oV,
/ a - dSM
OV

Hinweis: Beachten Sie die allgemeine Form der Ellipsoidgleichung,

x2 y2 22
StEts=1

und verwenden Sie fiir die folgende Parametrisierung von oV,;:
xr=acosf, y=bsinfcosy, z=csinfsinyp,

mit geeignet gewahlten Werten fiir a, b und ¢ und geeigneten Grenzen fiir  und .

Weiters gilt: [ sinzcos? xdr = —% cosx + c.
Mit Hilfe der Parametrisierung aus dem Hinweis folgt fiir den Ellipsoidmantel:
x 4 cos b .
Ellipsoidmantel = y | = 3sinfcosp | ,0¢€ [O, 5} , 0 € [0,27]
z sin ' sin ¢
Als néchstes miissen wir den Flachennormalvektor bestimmen.
—4sin 6 0 3sin# cos b
or or . . .92
nM:%xa—: 3cosfcosp | x | —3sinflsing | = | 4sin“fcosyp
v cos fsin sin 6 cos ¢ 12 sin” f sin ¢
Damit ergibt sich das Flachenelement,
3sinf cosf
dSy =y d(0,0) = | 4sin®*Ocosp | d(0,p) =
12sin? @ sin ¢
o I 4 cosf 3sinf cosf
/ a-dSy :/ / sin # sin ¢ 4sin?fcosp | dide =
OV ¢ Jo 3sin b cos 12sin? @ sin ¢
27 5 )
= / / (12sin 6 cos? O + 4 sin® @ sin ¢ cos ¢ + 36 sin® O sin ¢ cos @)dfdyp =
o Jo
2 g ) 3 ) 1 /2
:/ / 12 sin 6 cos 9d9dg0:247r/ sin 6 cos 9d0:—247r-§(3059 =87
0o Jo 0 0

(1.5 Punkte) Berechnen Sie den Fluss durch die gesamte Oberfliche mit Hilfe des Satzes von Gaufi.

/ a-dS—/V-adV
v v



Als Parametrisierung von V' verwenden Sie,

rx=a-rcosf, y=>b-rsinfcosy, z=c-rsinfsingy,

mit geeignet gewadhlten Grenzen fiir 0, ¢, und r als auch die Formel

0
detM = 12r?sin 6.
o(r.0, ¢)
x 4r cos 0 .
Ellipsoid = y | = | 3rsinfcose |,0¢€ [0, 5] o € 10,27, €[0,1]
z rsin f sin ¢
(v, 2) 4cosf —4 -rsinf 0
J:a’—ey’: 3sinfcosp 3-rcosfcosp —3-rsinfsing | =
(.0, ¢) sin # sin ¢ 7 cos @ sin ¢ 7 sin f cos ¢

detJ = 12 - r?sin6

2 z 1
/ adS:/V-adV:/dV:/ // 12 - 2 sin Odrdfdyp — 87
oV \%4 14 0 0 0

¢) (0.5 Punkte) Zeigen Sie mit Hilfe der Resulate aus a) und b), dass der Fluss durch den Ellipsoidboden
0Vp gleich 0 ist.

Die Integrale aus a) und b) liefern dasselbe Ergebnis, weshalb der Fluss durch den
Ellipsoidboden verschwinden muss. Es gilt:

/V-adV:/ adSM+/ adSy
% oV Ve

8m = 87r—|—/ adSgp
Vs

= adSB =0
oVp




e Aufgabe 3.
Betrachten Sie die Flache

F={(z,y,2) eR*: 2 +y* + 2> = R*, 2* + y* > 1%, 2 >0}

mit r = % und das Vektorfeld

Beniitzen Sie die Parametrisierung der Fliche in Kugelkoordinaten

x = Rsin (0) cos (¢)
y = Rsin (0) sin ()
z = Rcos(0)

mit 0 € [%, %] und ¢ € [0, 27]. Geben Sie eine Begriindung fiir die Grenzen von 6 an. Berechnen Sie

den Normalvektor von F'.

Fiir 0,,;, erhélt man durch trigonometrische ["Jberlegungen

sin (Oin) % = %
oo T
min — 6
Der Normalvektor ergibt sich zu
o or cos (0) cos () — sin (0) sin () sin (0) cos (¢)
n=og X 5= R? | cos(f)sin(p) | x sin (0) cos () = R?sin (0) [ sin (0)sin ()
v —sin (0) 0 cos (6)

Sieht man sich den Normalverktor an der Stelle § = w/4 and ¢ = 7/2 an, so zeigt der
Normalvektor ,nach aufien* und es gilt n = R?(0,0.5,0.5)7, siche Skizze.
Z

A

7y

\>S
\
Ry




b) (4 Punkte) Berechnen Sie die Rotation von f und mit Ihrem Ergebnis fiir n das Integral

/fo-dS
F

und {iberpriifen Sie den Satz von Stokes, indem Sie

/f-dr

oF
auswerten. Achten Sie auf die korrekte Umlaufrichtung der Randkurven in Bezug auf die Orientierung
des Normalvektors.

Hinweis: [ sin® (z) cos (z) dz = 3 sin® (x) + ¢

Die Rotation erhalt man durch

% -2 +y?y 0
% X /$2+y2'$ = 0
2 0 32 +y?

2 3 0 sin (0) cos ()
/V x f-dS = / / 0 -R*sin (0) | sin(0)sin(¢) | dfdy
2 e BR\/sin2 (0) (cos? () + sin® (¢)) cos (0)

= 67 R> / sin? () cos () df = 27 R? (sin3 (g) — sin® <%>> = 77T4R3

0=

S|

Die Fliache wird von zwei Kreisen mit Radius R (bei z = 0) und r = R/2 (bei z = ?R)
begrenzt. Der Normalvektor zeigt ,nach auflen“, deshalb muss ersterer im
Gegenuhrzeigersinn und letzterer im Uhrzeigersinn durchlaufen werden.

R cos (p) —Rsin ()
z2=0 r(p)= 1 Rsin(y) dr = Rcos(p) | de
0 0
T [ —R- Rsin (o) —Rsin () 2
/f-dr:/ R - Rcos (p) : Rcos (p) dg0:R3/dg0:27rR3
OFy 0 0 0 0
V3 R/2cos (p) —R/2sin (p)
z= 7R r(p)=| R/2sin(yp) dr = R/2cos(p) | dp

V3/2R 0

3 3
/f-dr:% dp= 2T

OF> 27

3 3
:>/f-dr:27rR3—ﬂ:7ﬁR
4 4
oF




