Institut fiir Analysis und Scientific Computing WS 2010
E. Weinmiiller

LINEARE ALGEBRA FUR TPH
2. Test am 10. Janner 2011

A_ (mit Losung)

Aufgabe 1.
Fiir x = (21, 72, 73)7 € R? und den Parameter ¢ € IR ist das lineare Gleichungssystem Ax = b,
Ty — txg + 223 = 3

2[171 — XT3
—2txy + 229 — 43 = 6,

|
—_

gegeben.

a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A. (11P)

b) Fiir welche Werte des Parameters ¢ € R ist die Koeffizientenmatrix A singuldr und fiir
welche Werte des Parameters ist A reguldr? Welche Aussagen lassen sich fiir diese beiden
Fille hinsichtlich der Losung des Gleichungssystems treffen? (genaue Begriindung!) (11P)

c) Losen Sie das Gleichungssystem fiir t = 1, sofern eine Losung existiert. (1P)
d) Losen Sie das Gleichungssystem fiir ¢ = —5, sofern eine Lésung existiert. (2P)
LOSUNG

a) Die Determinante von A ist

1 —t 2
det A = 2 0 —1|=—2t2—8t+ 10.
2t 2 —4

b) Aus det A=0 & t*4+4t—-5=0 & t; =5 und t, =1 folgt, dass die Koeffizienten-
matrix

> A reguldr ist fiir ¢ € R\ {—5;1}, d.h. Rang(A) ist 3. Das Gleichungssystem ist damit
eindeutig 16sbar.

> A singulér ist fiir ¢ € {—5;1}, d.h. Rang(A) ist kleiner als 3. Das Gleichungssystem ist
damit abhéngig vom Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix entweder nicht 16sbar
oder nicht eindeutig losbar.



c¢) Fiir t = 1 fiihrt elementare Zeilenumformung auf

1 -1 2 3 Zo — 221
2 0 —1 1 z3 + 22

-2 2 -4 6

1 -1 2 3
0 2 -5 1|-5 |[.
0

Da Rang(A) # Rang(A|b) ist, ist das Gleichungssystem nicht l6sbar.

—

d) Fiir t = —5 fithrt elementare Zeilenumformung auf
1 5 2 3 ) 2227 1 5 2 3 —1/5 2
2 0 -1 1 25 — 102 0 —10 -5 -5 —1/24 z3
10 2 —4 6 ) — (| 0 —48 —24 | —24 | —
1 5 2] 3 15 2 3 )
0 2 1 1 23 — 29 0 2 1 1
0 2 1 I — . 0 0 0 0 )

Da Rang(A) = Rang(A|b) =2 ist, ist das Gleichungssystem lsbar, aber wegen
dim(Kern(A)) = 1 nicht eindeutig l6sbar (1-parametrige Losungsschar).
Mit z.B. der Wahl 2o =s = x3=1—2s = x; =1 — s erhilt man als Losung

1 —1
x=|0|+s 11, seR.
1 —2

Aufgabe 2.

Im Vektorraum C([0, 1]) der auf dem Intervall [0, 1] stetigen Funktionen mit dem inneren Pro-
dukt

o) = [ 760 o) @a
ist der Unterraum U = £ {1, 2%} und die Funktion
flz) =2’
gegeben.

a) Zeigen Sie, dass {1 : ‘/75 (-3 + 1)} eine Orthonormalbasis fir U ist. (2P)

b) Wie lautet das Polynom p(z) aus U, das die Funktion f(z) in U beziiglich der euklidischen
Norm bestméglichst approximiert? (3P)

c) Wie gro8 ist der Fehler || f — pl|2 7 (1P)



LOSUNG

a) Es ist ganz offensichtlich {b1,by} mit by = 1 und by = */75 (—=32% + 1) eine Basis von U,
weil sich jedes Polynom aus U als eindeutige Linearkombination der Polynome b; und b
darstellen lasst. Es gilt also noch zu zeigen, dass die Basispolynome normiert und zueinander
orthogonal beziiglich des gegebenen inneren Produktes sind. Mit

1 1
<b1,b1>:/ blbleL':/ 1dZE:1,
0 0

1 1
<b2,b2>:/ by by dx:/ Z(—3x2+1)2 dr=1 und
0 0
1 1
5
(bl,b2>:/ blbgdx:/ %(—szjtl) dz =0
0 0

folgt die Behauptung.

b) Zum Polynom p(z) gelangt man z.B. mittels Orthogonalprojektion. Mit den Fourierkoeffi-
zienten

<f7b1>:/01fbl dx:/olﬁdx:l,

4
1 1 1
<f,b2>:/ f52d$=/ 903@(—3x2+1) dmzﬁ/(—?)f—kxs) dx:_é’
0 0 2 2 Jo 8
folgt

V5 ) L 15,
(=322 1) = —— + — 22,
p (Bl =15t ”

mwzmmwruﬁ@@:iﬂ+(__g.
c) Mit

1'3

nm:mﬁ:A w= [(wpa
wd ol = ) = [ ot t/(%-— ) s

oder o2 = () = (1) + (10 = o

s T 91
||f p”2 = ||f||2 HpHQ = m - 8\/7

ist der Fehler



Aufgabe 3.
Gegeben ist die Matrix

2 1 0 -1
0 2 1 0
A= o 0 2 0
0o 2 1 0
a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und daraus die Eigenwerte von A. (1P)

b) Berechnen Sie die zu den Eigenwerten A; = 0 und Ay = 2 dazugehorigen Eigenvektoren
bzw. Hauptvektoren, und geben Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der

Eigenwerte an. (4P)
¢) Wie lautet die Jordan’sche Normalform J und die Transformationsmatrix X mit der Eigen-

schaft A = XJX 17 (1P)
LOSUNG

a) Durch Entwickeln der 4 x 4-Determinante det(A — A ) z.B nach der 1. Spalte erhélt man
das charakteristische Polynom

ol 1 20 10
p(A) =det(A-ND) = | 0 a-\ o|m@N| 0 2-x 0 =-A(2-))°
0 2 1 A 2 b=

Aus p(A) =0 folgt Ay =0 mit ny =¢g; =1 und Ay =2 mit ny =3 und 1 < g5 <y = 3.

b) Fiir den Eigenwert A; =0 folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-\;1)v=0

21 0 -1y 2 1 0 -1
0 2 1 of%,21 0 2 1 0
000 2 of Y= 0 0 1 o0
0O 2 1 0 o 0 0 O
und z.B. durch die Wahl x; = s
1 1 1
vV=s 8 ,seR = E0)=CL 8 und z.B. fiir s = 1 der Eigenvektor v, = 8
2 2 2

Fiir den Eigenwert Ay =2 folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-A1)v=0

Z4 — 221 — 29

—

cocoo
DO O
[ e
cooco
oo o
cor~o
coor

0
0
2



und z.B. durch die Wahl z; = s und z9 = ¢

0
n (1] Csie€R = E@2)=C
1

—_— o = O

1 1
0 0
0 01’
0 0
Die geometrische Vielfachheit von Ay entspricht der Dimension des Eigenraumes E()\2) und

ist daher g, = 2. Es muss also wegen der arithmetischen Vielfachheit ny = 3 Hauptvektoren
h geben, die Losungen des inhomogenen Gleichungssystems (A—A2/)h=v sind:

0 1 0 —1] s ) 0 1 0 —1 s
0 0 1 0| t | A= 0 0 1 0 t
O 0 0 0] 0 . 0O 0 0 0 0
0 2 1 -2 | t 0 0 0 0] —2s

Dieses Gleichungssystem ist allerdings nur losbar fiir s = 0 und fiihrt z.B. nach Wahl von
r1 = a und zo = [ auf

0 1 0
1o 0 1

h=t 11210 + 0 o | t,a, 0 € R.
0 1
Kern(zf)\gl)

Mit z.B. der Wahl ¢t = 1 sowie @ = § = 0 und anschlieBendem Einsetzen in v erhélt man in
Hinblick auf die Transformationsmatrix X den Hauptvektor

hy, = und den dazugehorigen Eigenvektor vy, =

O—= OO
_— o = O

Ein zweiter zu vy linear unabhingiger Eigenvektor aus dem Eigenraum F/(2) ist zum Beispiel
vy = (1,0,0,0)T.

Die bis auf die Reihenfolge der einzelnen Jordan-Blocke eindeutige Jordan’sche Normalfor-
mal J und und eine méogliche Transformationsmatrix X mit A = XJX ! sind nun

und X = (vq, vy, hyy,v3) =

<

|
OO OO
OO N O
O = O
N O OO
OO
— O = O
O~ OO
OO O -
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Aufgabe 1.

Fiir x = (21, 72, 73)" € R? und den Parameter ¢ € IR ist das lineare Gleichungssystem Ax = b,

xrT — 3 ) + Trs = 5
2t ry — 6 To -+ 2 r3 = 4
—3x1 + 3z9 = 1,
gegeben.
a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix A. (11P)

b) Fiir welche Werte des Parameters ¢ € R ist die Koeffizientenmatrix A singuldr und fiir
welche Werte des Parameters ist A reguldr? Welche Aussagen lassen sich fiir diese beiden
Félle hinsichtlich der Losung des Gleichungssystems treffen? (genaue Begriindung!) (1%13)

c) Losen Sie das Gleichungssystem fiir ¢ = 1, sofern eine Losung existiert. (1P)
d) Losen Sie das Gleichungssystem fiir ¢ = 2, sofern eine Losung existiert. (2P)
LOSUNG

a) Die Determinante von A ist

1 -3 ¢
det A=| 2¢t —6 2 |=6t>—18t+ 12.
-3 3 0

b) Aus det A=0 & t?-3t+2=0 & t; =2 und t, = 1 folgt, dass die Koeffizientenmatrix

> A reguldr ist fiir ¢ € R\ {2;1}, d.h. Rang(A) ist 3. Das Gleichungssystem ist damit
eindeutig losbar.

> A singuldr ist fur ¢ € {2;1}, d.h. Rang(A) ist kleiner als 3. Das Gleichungssystem ist
damit abhéngig vom Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix entweder nicht 16sbar
oder nicht eindeutig losbar.



c¢) Fiir t = 1 fiihrt elementare Zeilenumformung auf
1 -3 1 5) 2o = 23+ 321 1 -3 1 5
2 —6 2 4 23 = 29 — 221 0 —6 3 16 )
-3 3 0 1

—_—
Da Rang(A) # Rang(A|b) ist, ist das Gleichungssystem nicht l6sbar.

d) Fiir ¢t = 2 fiihrt elementare Zeilenumformung auf

(1 =3 2 5 20—42, (1 =3 2 5 1/2 29
4 —6 2 4 25+ 321 0 6 —6 | —16 —1/2 23

. -3 3 0 1) — | 0 -6 6 6 ) —
1 =3 2 5 (1 =3 2 5 )
0 3 —3|-8 23 — 29 0 3 -3 -8

0 3 -3 | -8 | — . 0 0 0 0

Da Rang(A) = Rang(A|b) =2 ist, ist das Gleichungssystem lsbar, aber wegen
dim(Kern(A)) = 1 nicht eindeutig l6sbar (1-parametrige Losungsschar).

Mit z.B. der Wahl 23 =5 = 29 =5 — % = 11 = —3 + s erhélt man als Losung
-3 1
X = —% +sl 1], seR
0 1

Aufgabe 2.

Im Vektorraum C([0, 1]) der auf dem Intervall [0, 1] stetigen Funktionen mit dem inneren Pro-
dukt

h0) = [ 76 o) aa
ist der Unterraum U = £ {1, 2%} und die Funktion
fla) =2
gegeben.
a) Zeigen Sie, dass {1 : g (—423 + 1)} eine Orthonormalbasis fir U ist. (2P)

b) Wie lautet das Polynom p(z) aus U, das die Funktion f(z) in U beziiglich der euklidischen
Norm bestmoglichst approximiert? (3P)

c) Wie gro8 ist der Fehler || f — pl|2 7 (1P)



LOSUNG

a) Es ist ganz offensichtlich {b1,by} mit by = 1 und by = ? (—42% + 1) eine Basis von U,
weil sich jedes Polynom aus U als eindeutige Linearkombination der Polynome b; und b
darstellen lasst. Es gilt also noch zu zeigen, dass die Basispolynome normiert und zueinander
orthogonal beziiglich des gegebenen inneren Produktes sind. Mit

1 1
<b1,b1>:/ blbleL':/ 1dZE:1,
0 0

1 1
(bQ,b2>:/ by by dx:/ g(—4x3+1)2 dr=1 und
0 0
1 1
7
(bl,b2>:/ blbzdx:/ %(—4:5%1) dz =0
0 0

folgt die Behauptung.

b) Zum Polynom p(z) gelangt man z.B. mittels Orthogonalprojektion. Mit den Fourierkoeffi-
zienten

1 1
<f7b1>:/0 fb1d37=/0 xzdx:%,
1 1 1
<f,bz>=/0 £y dx:/o 902\/?7(—4x3+1) dng/o (s 1 a?) dx:—g,

folgt

c) Mit
I8 = G0 = [ U@ o= [ a-

1 L7928 \? 16
und pQZP»p:/pZEQCW:/ (—+—x3) doe = —
Iplls = (p,p) i (p(z)) A\t a1

oder [lpll3 = (p.p) = (1,0 + (£ 1) =

ist der Fehler
1
= 2 — 2 — - -



Aufgabe 3.
Gegeben ist die Matrix

o 1 1 0
_ o 1 0 0
A= o 1 1 0
-2 0 2 1
a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und daraus die Eigenwerte von A. (1P)

b) Berechnen Sie die zu den Eigenwerten A\; = 0 und Ay = 1 dazugehorigen Eigenvektoren
bzw. Hauptvektoren, und geben Sie die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der

Eigenwerte an. (4P)
¢) Wie lautet die Jordan’sche Normalform J und die Transformationsmatrix X mit der Eigen-

schaft A= XJX 17 (1P)
LOSUNG

a) Durch Entwickeln der 4x4-Determinante det(A — A I) z.B nach der 2. Zeile erhélt man das
charakteristische Polynom

A 1 1 0 IR

0 1-A 0 0 5

p(A) = det(A-\I) = 0 1. 1-x 0 = (1-)) 0 1-A 0 |=-X(1-)\)>
20 2 1-A =2 2 1-A

Aus p(\) =0 folgt Ay =0 mit ny =¢g; =1 und Ao =1 mit no =3 und 1 < go <my =3.

b) Fiir den Eigenwert A; =0 folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-\;1)v=0

0 1 1 0 21 = %4 —2 0 2 1

0 1 0 0 23 — k23 — 22 0 1 0 0

0 1 1 0 Z4 — R3 — 21 0 0 1 0

-2 0 2 1 — O 0 0 O

und z.B. durch die Wahl z; = s

1 1 1
vV=s 8 ,seR = E0)=L 8 und z.B. fiir s = 1 der Eigenvektor v; = 8
2 2 2

Fiir den Eigenwert A;=1 folgt durch Losen des homogenen Gleichungssystems (A-A1)v=0

—1 1 1 0 21 = —Z1+ %3 1 0 —1 0

O 0 0 0 2o < 23 o 1 0 0

0 1 0 0| z24=24—22+22 0O 0 0 O

-2 0 2 0 — o 0 0 0

und z.B. durch die Wahl 23 = s und x4 = ¢

s 1 0 1 0
10| 0 0 B 0 0
v=1.[=s11]1+t] o ,s,telR = E(l)=L 111 o
t 0 1 0 1



Die geometrische Vielfachheit von Ay entspricht der Dimension des Eigenraumes F/(A2) und
ist daher g, = 2. Es muss also wegen der arithmetischen Vielfachheit ny = 3 Hauptvektoren
h geben, die Losungen des inhomogenen Gleichungssystems (A—Ay/)h=v sind:

-1 1 1 01 s 21 = —21+ 23 1 0 —1 010
0 0 0 010 Z9 < 23 0 1 0 0| s
0 1 0O 0 |s 2y = 24 — 221 + 223 0 0 0O 010

-2 0 2 0]t — 0O 0 0 0]t

Dieses Gleichungssystem ist allerdings nur losbar fiir £ = 0 und fiihrt z.B. nach Wahl von
r3 =« und x4 = [ auf

0 1 0

o 1 0 0
h=s ol Tl + 0 o | s,a, 0 € R

0 0 1

Kern(tg—)\gl)

Mit z.B. der Wahl s = 1 sowie o = # = 0 und anschliefendem Einsetzen in v erhélt man in
Hinblick auf die Transformationsmatrix X den Hauptvektor

1
hy, = und den dazugehorigen Eigenvektor vy = ?
0

oo~ O

Ein zweiter zu vy linear unabhéngiger Eigenvektor aus dem Eigenraum E/(1) ist zum Beispiel
vy = (0,0,0,1)T.

Die bis auf die Reihenfolge der einzelnen Jordan-Blocke eindeutige Jordan’sche Normalfor-
mal J und eine mogliche dazugehorige Transformationsmatrix X mit A = XJX ! sind
nun

und X = (Vl,VQ, hgl,Vg) =

-

Il
cooo
— o oo

0
1
1
0

OO = O
_— oo O
OO
O O =
OO RO



