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LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)
1. Haupttest (FR, 20.11.2015) (mit Ldsung)

— FEin einfacher Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. oo



e Aufgabe 1.
a) (2 Punkte) Seien U und W folgende Unterrdume von R*:
U .= {.’,U = (.131,.1’2,;63,;(:4)T : bxl =Xy, To = 2;(;37 be R}

und

W= o= (v1,00,23,24)" :x=35 , SER

o = OO

Geben Sie die Dimensionen von U und W an und jeweils eine Basis.

Die Dimension von U ist 2, d.h., U wird von zwei linear unabhingigen Vektoren aufgespannt.
Die Dimension fiir W ist 1, W wir von einem Vektor aufgespannt.
Eine Basis von U, By, und eine Basis von W, By sind gegeben durch

By = , By =

OO =
O = N O
N = OO

b) (2 Punkte) Geben Sie eine Basis fiir U + W an. Welche Dimension hat U + W?

Da die Vektoren

o O =
=N O
N = OO

(=
(@)

linear unabhéngig sind, ist U + W dreidimensional und die Basis fiir U + W, Byw, lautet

Byiw =

SO O =
O = N O
N = OO




¢) (1 Punkt) Berechnen Sie U N W. Wie gro8 ist die Dimension von U N W?

Alle Elemente aus U N W liegen sowohl in U als auch in W und kénnen deshalb sowohl mit
Hilfe der Basis By als auch mit Hilfe der Basis By, dargestellt werden. Daher muss es drei
Konstanten r{, 7o und s so geben, dass

1 0 0
T 0 + 1o 2 =35 0
0 1 1
b 0 2
gilt. Das liefert
T 0
27“2 o 0
o a s
bry 2s

Daraus folgt, r1 =0, s = 0 und ro = 0. Fiir alle Werte b € R, besteht U N W genau aus
cinem Element, dem Nullelement, U N W = {0} und die Dimension von U N W ist Null.

ALTERNATIVE LOSUNG MIT HILFE DES DIMENSIONSSATZES FUR UNTERRAUME
Der Dimensionssatz fiir Unterrdume (VO-Skript Satz 1.12) besagt, dass

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Da dim(U) = 2 und dim(W) = 1 aus der Angabe und dim(U + W) = 3 aus Aufgabenteil b)
bekannt sind, ergibt sich sofort dim(U NW) = 0.




d) (1 Punkt) Bildet die Matrix A mit C; = 1 und Cy = 6 eine Basis von R®

11 1 0 0
12 4 0 0
A=11 0 Cy 0 0 |7
00 0 1 0
00 0 0 Cy
Die beiden Vektoren
0 0
0 0
0 und 0
1 0
0 02

haben jeweils die einzigen Eintrdage in der 4ten und 5ten Zeile, sind also mit Cy # 0 linear
unabhéngig zu den anderen Vektoren. Zu iiberpriifen bleibt, ob die Matrix

11 1
1 2 4
1 0 C)
aus linear unabhéngigen Vektoren besteht, also vollen Rang besitzt. Einige elementare
Zeilenumformungen,
11 1 zo—z1 (1 1 1 11 1
12 422 (o 1 3 | 2= 101 3
10 ¢y 0 -1 ;-1 00 Ci—1+3

zeigen, dass die Matrix A fiir C; = 1 vollen Rang besitzt, bzw. C; — 1 + 3 # 0 gilt.
Fiinf linear unabhiingige Vektoren aus R® bilden eine Basis von R® und damit bilden die
Spalten der Matrix A mit C; = 1 und C, = 6 eine Basis von R®.

Zusatzaufgabe (1 Punkt) Fiir welche Cy, Cy ist die Matrix A aus Aufgabe 1 d) invertierbar?

Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie vollen Rang besitzt. Wie in Aufgabe 1 d)
bereits gezeigt, besitzt die Matrix genau dann vollen Rang, ist also invertierbar, wenn
Cl 7é —2 und 02 7£ 0 gllt




e Aufgabe 2.

a) (2 Punkte) Gegeben sind drei Vektoren by, b, bs € R?. Ist B = {by, by, b3} eine Basis des R3?

—4 7 3
by= | -2 b= |-1].bs= |09
6 ) 3
—4 7 3 0
Ansatz: s1- | -2 4+s2- -1 4+s3-19] =10 <~
6 ) 3 0
-4 7 310 0 9 =150 0 3 =510
-2 -1 9|0 |- -2 -1 9 |0 |—=1| -2 -1 910
6 5 3|0 0O 2 30 1|0 0 20 010

Aus der 3. Zeile ergibt sich s3 = 0, somit folgt aus der 1. und 2. Zeile s3 = 0, s; = 0. Diese

Losung ist eindeutig, die Vektoren by, bs, bg sind linear unabhéingig und bilden deshalb eine
Basis des R3,

4 7 3
RE=r{ | -2, [-1],]9
6 5 3

b) (3 Punkte) Schreiben Sie den Vektor v = (0, —6,2)7 als Linearkombination der Vektoren by, ba, bs.

Ansatz: sio | =2 +s2- | -1 +s3- (9] =|-6 &
-4 7 310 0 9 -15] 12 0 3 5|4
-2 -19/-6|—-|-2-1 9|6 |]—--2-1 9|6
6 5 3| 2 0 2 30 |-16 0 20 0|8

Daraus folgt s, = %7 Sy = %753 _ _%_




c¢) (1 Punkt) Bekommt man eine neue Basis von R* wenn man den Vektor by = (1,2, 3)” zur Basis B
aus a) hinzufiigt?

Nein, da die Basis B des R? schon die maximale Anzahl von Basisvektoren enthilt, namlich
drei. Somit MUSS jeder andere Vektor des R? als Linearkombination der Basisvektoren in B
(eindeutig) darstellbar sein.




e Aufgabe 3.
Betrachten Sie das folgende lineare Gleichungssystem in Abhéngigkeit von einem Parameter p € R:

Ty 42w+ (2p — D)y = —1,
211 + 519 — 3x3 + 2pxy = 2,
3xq + Txe — 3x3 + (14 2p)zy = 5,
T1 + 2x9 + pra = 1.

a) (1 Punkt) Geben Sie die Koeffizientenmatrix A und die Inhomogenitit b des Gleichungssystems an.

Es gilt
12 0 2p-—1 -1
125 =3 2 ]2
A= 37 =3 1+2p|’ b 5
1 2 0 D 1

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie den Rang von A und den Rang der erweiterten Matrix (A|b). Fiir welche
Werte von p gibt es (i) keine Losung, (ii) genau eine Losung, (iii) unendlich viele Losungen?

Wir fithren die Gaufl Zerlegung fiir die erweiterte Matrix (A|b) durch, um den Rang zu

bestimmen,

12 0 2p—1]=1\ =2 (1 2 0 2p—1]—1

25 =3 2 | 2| 272 (01 -3 2-2p| 4

37 =3 1+2p| 5 01 -3 4—4p| 8

1 2 0 P 1 00 0 1—p| 2
12 0 2p—1]-1 12 0 2p—1]|-1

sz |01 =3 2-2p[ 4 | 2= |01 =3 2-2p]| 4
00 0 2—2p| 4 00 0 1—p| 2
00 0 1—-p| 2 00 0 1—p| 2
12 0 2—1]-1

zZ4—23 0 1 _3 2—2p 4
00 0 1—p| 2
00 O 0 0

Rang(A|b) = 3Vp € R. Fiir p = 1 ist Rang(A) = 2, sonst ist Rang(A) = 3. Daher gilt:
(i) Fiir p =1 gibt es keine Losung.
(ii) Es gibt kein p, so dass es genau eine Losung gibt.

(iii) Fiir p # 1 gibt es unendlich viele Losungen.




¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems fiir p = 2.

Wir haben drei Gleichungen fiir vier Unbekannte, also bendtigen wir einen Parameter t € R.
3. Zeile: —x4 =2 = 1x4=-2.

2. Zeile: x9 — 3x3 + 4 = 4. Das ist eine Unbekannte zu viel, also wiahlen wir x5 = ¢ und
erhalten x5 = 3t.

1. Zeile: z1 +6t—6=—-1 = a1 =05—6t.

Damit erhalten wir die allgemeine Losung,

teR.

S = W




