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LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)
2. Haupttest (MO, 18.01.2016) / Gruppe 1 (mit Lésung)

— FEin einfacher Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1. Seien B = {by, by, b3, b} und C = {c1, ¢, c3} Basen von R* bzw. R, welche durch die
Vektoren

1 1 1 1
0 1 1 1
b = 0 by = 0 by = 1 by = 1
0 0 0 1
und
1 1 1
Cc1 = 0 Cy = 1 C3 — 1
0 0 1

definiert sind.
Sei die lineare Abbildung ¢ : R* — R3 durch die Bilder der Basisvektoren der Basis B definiert

d(b1) = —c1 + 2¢3 P(b2) = co P(bs) = —c1 ¢(bs) = c1 + c2 + cs.

a) (1 Punkt) Die lineare Abbildung ¢ kann beziiglich der beiden Basen B und C mit Hilfe der Matrix
[6(B)]c := A dargestellt werden. Geben Sie diese Matrix an.

Wie direkt aus der Definition ersichtlich, lautet die gesuchte Matrix

-1 0 -1 1
@(B)le=A=[0 1 0 1
2 0 0 1

b) (3 Punkte) Nun seien zwei weitere Basen B = {by, by, bg, by} und C = {é, &, ¢}, mit den Basisvek-

toren ~ ~ ~ ~
by = by by = by + by by = by + by + b3 by = by + b3 + by + by
und
51261 62:CQ+01 53263—1-62—1-03
definiert. Geben Sie die Matrixdarstellung der Abbildung ¢ begiiglich der Basen Bund C, [p(B))a :=
A, an.

Unter Verwendung von Satz 3.9 aus dem Vorlesungsskriptum gilt

A= [¢(B)] c— T@HC[(é(B)} CTE;iB = T@ec[qﬁ(B)] CTB%E - TCHCATB%B'

Es miissen also die beiden Transformationsmatrizen 7%, . und T, 5 bestimmt werden.
Die einzelnen Spaltenvektoren s, i = 1,2, 3,4, der Transformationsmatrix 7' 5 p konnen
simultan durch Losen der Gleichungssysteme

(517 627 B3a 54) - (bh b27 b3a b4>(8(1)7 8(2)7 8(3)7 8(4)>

bestimmt werden.




Gleiches Vorgehen wird fiir die Transformationsmatrix 7%, . verwendet. Nach dem Losen der
Gleichungssysteme ergeben sich die Transformationsmatrizen

1101
1_1%1 0111
T@’(—C_ 0 1 —3 und TB<—B: OO 2 1
00 3 0001

mit deren Hilfe man die Darstellung der Abbildung ¢ bzgl. der Basen B und C findet,

i -0 -1 -3 =3
A=(-1 0 1
1 1 0

D[ =D =

Eine Losung mit den Basen B und C wie oben, mit Ausnahme von
by = b1 + by + b3 bzw. ¢3 = ¢1 + 2 + ¢3 wird ebenfalls akzeptiert.
Dabei ergeben sich die Transformationsmatrizen und die Matrix A zu

1111
1 -1 0 0111 (-1 -2 -3 -3
Tree=(0 1 —1 Ty 5= A=|-2 -1 -1 =1
0 0 1 00l 2 2 2 3
0001




c¢) (2 Punkte) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix beziiglich den kanonischen Basen FE3 und FEj,
[0(F4)] g, Sie konnen dabei die Matrix A (oder A) verwenden oder direkt vorgehen.

Hinweis: Das direkte Vorgehen spart Zeit.

Die Matrix [¢(Ey)]g, der Abbildung ¢ beziiglich der Basen E3 und E, kann mit Hilfe des
Zusammenhangs

[¢<E4>]E3 - TE3<— CATB<—E4

berechnet werden und es folgt,
Tpye o= (c1,ca,03) und TBep, = T§41<_B = (b1, ba, b3, by) "

Statt die Inverse von T, p zu berechnen, kann man auch die entsprechenden linearen
Gleichungssysteme fiir die Spalten s, i = 1,2,3,4, von Ts_p,

(617 €2, €3, 64) — <bla b27 b37 b4)(8(1); 3(2); 8(3); 8(4))

Damit ergibt sich die Matrix [¢(Fy)]g,,

111—10—113‘11_018 1 0 -2 4
011 0 1 0 LI|o 4 1 =12 -1 -12)=I[eE)s.
001/ \2 0 0 )\ o o 1 2 =2 0 1

Ahnlich lasst sich die Matrix [¢(Ey)]z, mit Hilfe der Matrix A bestimmen,

123\ /-0 -1 =3 -3 (1)_12_%_01 1 0 -2 4
01 3(=1 0 1 5|, o 2 ;=12 -1 -12|=06E):
00 2 1 1 0 3 00 o 1 2 -2 0 1

Mit der alternativen Losung aus Aufgabenteil b, ergibt sich

123\ /-1 =2 =3 =3 (1)_12_121 1 0 -2 4
012 (-2 -1 -1 1) o 7 f=[2 -1 -1 2]=[6(E),.
001/ \2 2 2 3/\, o o 1 2 =2 0 1

Alternative Losung:
Aus der Definition der Abbildung und wegen (b1, by, b3, by) =
(e1,e1 + €2,e1 + €3+ e3,e1 + €2 + e3 + e4) sowie (c1,ca,c3) = (e1,e1 + €a,e1 + €3 + e3) folgt,

|
<

(b1) (e1) = —eq + 2eq + 2e5 + 2e3 = leg + 2ey + 2e3
P(ba) = ¢ler+ea) = g(e1) + dez) = €1 +ex = d(ea) = —lex — 2e3
(b3) = oler) + dle2) + dles) = —er = ¢lesz) = —2e1 — €9

(1) = ¢le1) + dle2) + dles) + dlea) = 3er + 22 + 3 = P(ea) = de1 + 263 + €3

Aus diesen 4 Beziehungen, lisst sich dann analog zum Unterpunkt a.) die Matrix [¢(FEy)] g,
bestimmen.




e Aufgabe 2. Betrachten Sie den euklidischen Vektorraum V = (C0, 1], (-,-)), wobei das Skalarprodukt
und die Norm wie folgt definiert sind:

(f ) = / f@)g(x)de, Ifll = VT T

a) (3 Punkte) Betrachten Sie einen Unteraum U von V mit der Basis B = {by,b} = {1,2%}. Or-

thonormieren Sie diese Basis beziiglich des obigen Skalarproduktes mit Hilfe des Verfahrens von
Gram-Schmidt.

Wir gehen nach Schema des Gram-Schmidt-Verfahrens vor (10, 2 seien die jeweils noch nicht
normierten Vektoren und w5 die normierten):

1
wy(x) =1, <w1,w1>:/1dx:x|é:1 =  w(zr) =1
0

~ 2 <x27 1>

1
-1:x2—/0x2dx:x2—(%x3]é):352—%.

b) (3 Punkte) Berechnen Sie die Orthogonalprojektion u von v(z) = e~* € V auf den Unterraum U.

Berechnung der Fourier-Koeffizienten:
1
(v, wy) =/ e Tdr=1-1,
0
1
(o) = [ e 4VB = 1) = 3B (3 - )

3e

e

1 1 1
mit / e tdr=-1+2 [ zedr=-1+2 (—:L'e_xl(l) + / e’ daz) =2-35
0 0 0

Damit erhalten wir:

u(r) = (5 1) (o ) +1- 1




e Aufgabe 3. Gegeben sei die Matrix: | A

I
o

a) Berechnen Sie die Jordansche Normalform J und die dazugehérige Transformationsmatrix X. a): 5 P.

det(A—AT) = (~A—3) (1= N2 —16) = (5 - A)A+3)2 =0 —
A1,2:_37 n1:2; ]-SQISQ

>\3:57 n3:1:g37

4 4 2 0 1
(A=XND)vi=14 4 3|vi=|0] =vi=s|—-1],s#0.Firs=1 folgt
000 0 0
1
Vi1 = —1
0
—4 4 2 0 1
(A=Xsl)vg=| 4 —4 3 |va=[0] = va=s|1],s#0.Fiirs=1 folgt
0 0 -8 0 0
1
Vo = 1
0

Da Rang(A — A\ 1) = 2 gilt, gibt es nur einen Eigenvektor, d.h. es gibt einen Hauptvektor:

4 4 2 1 2 1
(A—)\ll)h]_:Vl g 4 4 3 h1: —1 :>h]_: 0 +t|—-1|.Firt=0
000 0 -2 0
5
1
folgt hy = | 0
—2
-3 1 0 121
— J = 0 -3 0 s X = (Vl,hl,V2> =1 -1 0 1
0O 0 5 0 -2 0
AX = X J ist erfiillt v/
b) Ist A invertierbar? (Begriindung reicht aus.) b): 1P.

A ist invertierbar, da 0 kein Eigenwert von A ist.




