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LINEARE ALGEBRA FUR TPH, UE (103.064)
1. Haupttest (MO, 22.11.2021) (mit Lisung)

— FEin einfacher Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. O



e Aufgabe 1. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit

21 1 1 5

10 -1 0 2

A= -1 2 3 =2 | b= 0
-1 1 -2 =5 -1

a) (2,5 Punkte) Berechnen Sie den Rang der Matrix A und der erweiterten Matrix (A|b). Was folgt
daraus fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems Ax = b?
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Wir erkennen der Rang(A) = Rang(A|b) = 3 < 4. Es existieren also unendlich viele
Losungen von Ax = b.




b) (1,5 Punkte) Geben Sie die allgemeine Losung des Gleichungssystems Ax = b an.

Wir formen noch etwas weiter um.

10 -1 02 10 -1 02
01 1 —1|1 22|01 0 =21
00 1 1]0 00 1 110
0 0 0 00 O 0

Wir konnen nun direkt
[L‘l—ZL’3:2, I2—2ZE4:1, ZE3+I4:0

ablesen und zu
T :2—.134, $2:1+2$4, T3 = —XT4

auflosen. Mit der willkiirlichen Wahl x, =t € R erhalten wir

2 -1
1 2
T = 0 +t _1
0 1
=z =
Machen wir die Probe
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. | 10 -1 o0 1] [ 2
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D=l 2 3 9 1|~ l+4—4-2 "o |’
-1 1 -2 -5 1 1+424+2-5 0

erkennen wir x* ist eine Partikulérlésung @, und tv; die Menge aller Losungen x;, des
homogenen Gleichungssystems.




c¢) (1 Punkt) Betrachten Sie die Matrix als eine lineare Abbildung A : R* — R%.
Berechnen Sie Kern(A) und geben Sie eine Basis und die Dimension von Kern(A) an.

KernA = {x € R*: Az = 0} Nun das ist genau die Menge der Lésungen des homogenen
Gleichungssystems und die haben wir in b) schon berechnet.

—1 —1
KernA:{w€R4:m:t _? ,tER}zE _?
1 1

(—1,2,—1,1)T ist damit Basis des Kerns von A und Dim Kern(A) = 1.

d) (1 Punkt) Bestimmen Sie das Bild von A, B(A) und geben Sie eine Basis, wie auch die Dimension
von B(A) an.

B(A):{y€R4: ElxeR4mity:Aw}

2 1 1
1 0 —1
Z{y€R4:y—a1 1 “+ Q9 9 —+ g 3 ,OZZ'GR}
—1 1 -2
2 1 1
1 0 —1
=L —1 ’ 2 ’ 3
—1 1 —2

Damit sind die drei Vektoren eine Basis fiir B(A) und die Dimension des Bildes
Dim B(A) = 3 = Rang(A). Mit n = 4 = Dim Kern(A) + Rang (A) = 1 + 3 ist auch der

Dimensionssatz erfillt.




e Aufgabe 2.
Gegeben sei die Basis B des R3.

&
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3 3 1
B’:{ —1],(-3].(1 }
2 6 2

Bestimmen Sie die Transformationsmatrix Ts. . Bestimmen Sie weiters die Koordinaten [v]|p des
Vektors v beziiglich der neuen Basis B’. Gegeben sind die Koordinaten von v beziiglich der Basis B
mit [v]p = (2,—1,0)T.

Zunéchst bestimmen wir die Transformationsmatrix T.
3 3 111 1 0\ -1z 13 —1{1 0 0\ =22 (1 3 -1} 1 0 0) ==
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1 3 —1/1 0 0\ —t= (130t 11
06 00 0 —1| 2= (01 0[0 0 L] 27
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Damit ergibt sich die Transformationsmatrix 7" wie folgt.
11 1
r (66 ) =20 02
T A
2 1 1
Im néchsten Schritt bestimmen wir [v]p:.
2 1 -1 2 3
1 1
Ve =7{0 0 51t =700
-2 1 1 0 -5
Daraus folgt, dass
3
1
Ve =710
=5




b) (3,5 Punkte) Gegeben sei nun die Basis C' des R2.

2 3
(-}
Die lineare Abbildung ¢ : R® — R? ist gegeben durch
L 3 L 0 0 2
0 1 1

Bestimmen Sie zunéchst die Matrix der Abbildung von ¢, [¢(B)]c. Beniitzen Sie diese Matrix, um
o(u) mit u = (2,—1,1)T zu bestimmen.

lzl
2 313 0 2\ z43» (2 016 =6 2\ % (1 0|3 =31
0 —1|/1 =2 0 "lo —1]1 =2 0 "\lo 1]=1 2 o0

Damit ergibt sich fiir [p(B)]c

3 -3 1
Nun werden die Koordinaten von w beziiglich B berechnet.
1 1 0] 2 0 1 0 1Y\ 2-= (0 1 0]1 1 0 01
—1 0 0|1 2= (-1 0 0/-1] =10 o0[1] 21 0101
0 1 1}1 0 1 1|1 0 0 1]0 0 0 1]0

Nun erhalten wir p(u), indem wir zunéchst [p(u)|c = [p(B)]c - [u]p und danach
o(u) = C - [p(u)]c berechnen.




e Aufgabe 3.
a) (2 Punkte) Betrachten Sie die Mengen

G:{mER3:x1—4x2:0, x3:0}
H={z€R’: 2y +23=3}

und untersuchen Sie, ob diese Unterrdume von R?® sind. Argumentieren Sie sorgfiltig mit dem Un-
terraumkriterium (Nachpriifen oder Gegenbeispiel)!

Die im folgenden angefiihrten Nummern iiber den Gleichheitszeichen beziehen sich auf die
Rechenregeln aus Satz 1.1 im Vorlesungsskriptum. Wir verwenden jeweils das
Unterraumkriterium und beginnen mit G:

i) Va,veG:u+veG

Uy U1
Fiir beliebige u= [ us | ,v= [ v2 | € G gilt laut Bestimmungsgleichungen: u; — 4us = 0,
us3 U3
uy + vy
ug = 0, sowie vy — 4vg = 0, v3 = 0. Es muss nun gezeigt werden, dass u+v = | us + vy | die
Uz + Vs

Bestimmungsgleichungen ebenfalls erfiillt. Dazu betrachtet man:

4.7 2
(Ul + ’01) — 4<U2 + ’02) (:) (Ul + ’01) + (-4“2 — 42}2) (:) (Ul + v — 411,2) + (—4’02)

(:D(u1—4u3+v1)+(—4v3)(3—)(u1—4u3)+(vl—4v3)20—|—0:0 v

und fiir die zweite Gleichung

Uy
(i)Vu=|u | eGVseR:s5ueG
us
Fiir beliebige u € G und s € R gilt laut Bestimmungsgleichungen wieder: u; — 4us = 0,
SU1
uz = 0. Es soll nun gezeigt werden, dass su = | sus | die Bestimmungsgleichungen ebenfalls
SUs

erfiillt. Dazu betrachtet man:
(s up) — (s 4duy) W (s uy) + (—s 4us) o s(uy —4duz) =s0=0 v
und fiir die zweite Gleichung
sus =5-0=0. vV

Somit erfiillt G das Unterraumkriterium, ist also ein Unterraum von R3.




Nun iiberpriifen wir H:

Uy
Der zweite Teil des Unterraumkriteriums liefert hier fiir u = [ up | € H und £ € R, dass
usg
k Uy
E-u=|kuy| ¢ H:
k Us

kg + kb us 2 k(ug +us) = k-3 #3

fiir k # 1. Dies muss jedoch fiir alle k£ € R gelten, weshalb das Unterraumkriterium nicht
erfiillt ist. H ist also kein Unterraum von R?.




b) (2 Punkte) Gegeben seien nun die folgenden Unterrdume von R*:

U:{x€R4:2x2+x3:0, xl—i—xQ:O}
V:{x€R4:2x3—4x1:0, x4—x2:0}.

Finden Sie jeweils eine Basis von U und V.
Hinweis: Sie miissen nicht nachpriifen, dass U und V tatsichlich Unterrdume von R* sind.

Aus den definierenden Gleichungen fiir U erhélt man x5 = —2x9, 1 = —25 und x4 beliebig.
Damit folgt

X1 —T9 —1 0

| 2, [ T 2] T o

Ty Ty 0 1
-1 0
: . : 1 0
Eine Basis lautet somit By = o110
0 1

Aus den Bestimmungsgleichungen fiir V erhélt man die Beziehungen x3 = 2x; und x4 = 5.
Damit folgt

Ty Ty 1 0
X = 2 = x 0 +x 1
T3 214 2 1o
Ty i) 0 1

Damit lautet eine Basis By =

SO N O =
—_ O = O




¢) (2 Punkte) Ermitteln Sie den Schnitt von U und V und geben Sie die Dimension an. Falls der Schnitt
nicht leer ist, ermitteln Sie eine Basis von UN V.
Ist R? eine direkte Summe aus U und V, d.h. R* = U V? Falls ja, geben Sie eine Basis von U@V
an, falls nein finden Sie eine Basis von U 4 V und geben Sie die Dimension an!

Wir iiberpriifen, ob UNV = () gilt. Dazu sei x € UNV, also insbesondere x € U und x € V.
Demnach existieren Koeffizienten «, 3,7, € R, sodass

-1 0 1 0

1 01 0 1
x=al +p ol =719 + 0 ol

0 1 0 1

da die verwendeten Vektoren laut Unterpunkt b) eine Basis des jeweiligen Unterraums
bilden. Auflésen der vier Gleichungen liefert 5 = o, v = —a und § = a.. Setzt man z.B.
a = 1, so sieht man, dass der Vektor (—1 1 =2 1)T durch die anderen Basisvektoren
dargestellt werden kann. Demnach ist der Schnitt nicht leer und U und V bilden keine
-1
1
—2
1
Es gilt daher dim(UNV) = 1 und mit dem Dimensionssatz (Satz 1.12) folgt dim(U + V) = 3.

direkte Summe. Eine Basis des Schnitts ist demnach Byny =

Man sieht, dass der Vektor von den Basisvektoren von V linear unabhéngig ist. Daher

_ o O O

lautet eine Basis der Summe der beiden Unterrdume By,y =

_ o O O
o O =
— O = O




