Lineare Algebra fiir TPH 1. Klausur 23.1.2024

Gruppe B
1. Gegeben sei die Matrix
21 0 O
03 -2 1
A= 00 2 0
00 -1 3

Sei v1 = (2,0,0,0)T. Zeigen Sie, dass Avy = Ao gilt, mit A\ = 2.
Der einzig weitere Eigenwert ist Ay = 3. Berechnen Sie den Eigenvektor va zu .
Bestimmen Sie zu vy den zugehorigen Hauptvektor h;.

Zeigen Sie, dass hy = (0,1,0,1)T der zu vy gehdriger Hauptvektor ist.
Geben Sie eine regulire Matrix X € R*** sowie die Jordan’sche Normalform
J € R¥* an, sodass A = XJX ! gilt.

(e) Geben Sie die homogene Losung des linearen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung

y'(t) — Ay(t) =0

an und 16sen Sie das Anfangswertproblem y(0) = y, = (5,6,4,4)*.

Losung.

(a) Berechnen der entsprechenden Terme fithrt zum gleichen Ergebnisvektor wie folgt.

21 0 0\ /2 4
03 -2 1o 0
Advi=199 9 ol 1o 0
00 —1 3/ \0o 0
9 4
0 0
)\1’01:20:0
0 0

(b) Ein Eigenvektor vg ergibt sich als Losung von (A — A2l)ve = 0.

2— X 1 0 0 0 -11 0 010
0 3—X 2 1 0| 0 0 -2 110
0 0 2— X 0 0] 0 0 -1 0(0
0 0 -1 3-X |0 0 0 -1 0(0

Aus der ersten Zeile folgt fiir die Eintrdge des Eigenvektors, dass v; = wvs; aus der
dritten und vierten Zeile folgt v3 = 0 und aus der zweiten v4 = v3 und damit v4 = 0.
Mit v9 := a, a € R, wird die Losung des linearen Gleichungssystems zu

Vo =«

S O = =



bestimmt, wodurch sich ein moglicher Eigenvektor mit o = 1 zu

1
oo — 1
2710
0
ergibt.
Ein Hauptvektor zu w1 wird mithilfe des folgenden Gleichungssystems bestimmt.
2— )\ 1 0 0 2 01 0 0|2
0 3—\ 2 1 O] _[01 =2 110
0 0 2—X 0 O | 00 0 0]0
0 0 -1 3-X10 00 -1 110

Fiir die Eintrage des Hauptvektors folgt, dass ho = 2 und aus der vierten Zeile hy = hy.
In Kombination mit der zweiten Zeile folgt ho — 2h3 + hy = hg — hg = 0 und damit
ho = hs.

Mit hy := 8, B € R, ergibt sich die Losung des linearen Gleichungssystems zu

[an)

h; = + 3

NN
o O O

und damit ein Hauptvektor als

h, =

NN NN O

Ein Hauptvektor hy zum Eigenvektor ve muss die Bedingung (A — A2l)he = w2
erfiillen. Das wird im Folgenden {iberpriift.
-1 1 0 0 0 1
0 0 -2 1 1 1
(A=XDha=1 70 o 1 o] lo]| = |0
0 0 -1 0 1 0

Eine Jordan’sche Normalform J und die zugehorige Transformationsmatrix X sind

210 0 201 0
020 0 02 1 1
T=10 03 1| ™X=1y 20 0
000 3 020 1

)
y'(t) = XJX y(t)
XLy (1) = JXLy(2)
2'(t) = Jz(t)

\V)



mit z = X 'y(¢) und daher 2’ = X ~!4(t). Die allgemeine Losung lautet daher

A

y(t) = creMtoy + coet (tvr + hy) + c3e™Mtvg + che?? (tvg + ha) .

Mit dem Anfangswert werden die Koeffizienten bestimmt als

2 0 1 0 5
(0) = 0 n 2 n 1 n 11 |6
Y =C 0 C2 9 C3 0 Cq ol = 14l
0 2 0 1 4
woraus folgt
3
0125, co=2,c3=2,c4 =0.

Die Losung des Differentialgleichungssystems mit gegebenem Anfangswert ist

2 2 0 1

_ 3 2|0 2 0 2 st |1
y(t) = 2 o +2e™ |t ol T12 + 2e 0
0 0 2 0



2. Gegeben sei der Vektorraum V' = R> mit dem kanonischen Skalarprodukt und ein Unter-
raum U = L(u1, ug, u3) mit

2 -2 1
1 2 -2
up= |0, us=1| 0 und ug = | —3
2 1 0
0 1 6

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren ug,us und us eine Orthogonalbasis von U bilden.
Wandeln Sie diese anschliefsend in eine Orthonormalbasis um.

(b) Seiwv = (—1,-2,1,2,0)T. Bestimmen Sie den Vektor u € U, sodass die Norm ||v—u||2
minimal wird.

(c) Bestimmen Sie eine Basis B des orthogonalen Komplements U+ des Unterraums U.

(d) Ermitteln Sie eine Orthonormalbasis von U+.
Losung.
(a) Es soll gezeigt werden, dass die Vektoren uq, us, u3 linear unabhéngig sind und dass

fir ¢ # j die Beziehung (u;,u;) = 0 gilt, wobei (-,-) das kanonische Skalarprodukt
darstellt.

Die lineare Unabhéngigkeit ist gegeben, da die Linearkombination
s1u1 + saug + s3uz = 0

nur die triviale Losung s; = so = s3 = 0 hat, was sich aus den drei Gleichungen

— 383 =0
251+ s9 =0
So+ 6s3 =0
schliefen lasst.
Die Orthogonalitét folgt aus
(up,ug) =2(=2)+1-240-04+2-140-1 =0

(ug,ug) = —2-1+2(=2)+0(=3)+1-04+1-6 =0
(ug,up) =1-24 (=2)-1+(=3)-0+0-2+6-0=0.

Um die Orthogonalbasis in eine Orthonormalbasis umzuwandeln, miissen die Vektoren
U1, U, ug normiert werden. Die Normen berechnen sich zu

willa = V22 +12 402 4 22 4 02 = 3,
uall2 = /(—2)2 + 22 + 02 + 12 + 12 = V10,
Jusllz = /1% + (—2)% + (=3)2 + 02 + 6 = V/50.




Somit ist eine Orthonormalbasis B von U gegeben durch

2 —2 1
1 2 —2
1 1 1
B={-10], 0|, -3
3 V10 V50
2 1 0
0 1 6

Der gesuchte Vektor w ist die orthogonale Projektion von v auf U und berechnet sich

zu
3

u=Pv) = Z@ﬂ%) u; = (0,0,0,0,0)T.
i=1
Daraus kénnen wir schliefen, dass v L U bzw. v € U+,

Es gilt, R®> = U @ U~. Die Dimension von U* folgt daher aus dem Dimensionssatz
dim U + dim U+ = 5 und betrigt dim U = 2.

Auferdem muss fiir alle @ € U+ und alle u € U gelten, dass (@, u) = 0. Ein Vektor
aus U~ ergibt sich daher als Losung des linearen Gleichungssystems

2 1 0 20
(wi ws w)'w=[-2 2 0 1 1]z=o0.
1 -2 -3 0 6

Die Zeilenumformungen fiihren zu

2 1 0 2 0]0 21 0 2 0]0
2 2 0 1 1|0 |Z%(03 0 3 1/0|—
1 -2 -3 0 610 12 -1 -2 0|0
1 2 1 0 2 010 5 21 0 2 010
23— 7521 23+6Z2
o 3 0 3 1|]0J]—— [ 03 0 3 1/|0
0 -5 -3 -1 60 00 -3 32 410
Daraus ergibt sich eine Basis B von Ut zu
-1 3
3 -2 —6
B = 11,1 41
2 0
0 18

Anwenden des Gram-Schmidt-Verfahrens ergibt eine Orthonormalbasis von U,
Alternativ lassen sich die Unterpunkte (c) und (d) gemeinsam auflosen.

Unter Ausnutzung von v € U, ldsst sich der eine fehlende Vektor, der mit v ei-
ne Orthogonalbasis von U+ aufspannt als eine Losung des Gleichungssystems

(u1 Uo U3 U)T:c:O



bestimmen. Eine Losung ist gegeben durch & = (4,2,18, —5,9)".

Das Normieren fiihrt zu einer Orthonormalbasis B von U+

-1 4
-2 2

1 1
B={—|1|,—]| 18
VIO [ o | 15V2 | 5
0 9



3. Betrachten Sie den Vektorraum V = P5 aller reellen Polynome vom Grad kleiner oder
gleich 2. Weiters sei (-,-): V x V — R eine Abbildung definiert durch

1
(f,9) =/1$2f($)g(x) dz.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung (f,¢g) ein Skalarprodukt auf V' = P, darstellt.

(b) Berechnen Sie die Norm von f(x) = —72% — x + 9 beziiglich des gegebenen Skalar-
produkts.

(c) Sei g(x) = ax? + 4z + 1. Bestimmen Sie a € R, sodass g(x) beziiglich des gegebenen
Skalarprodukts orthogonal zu f(x) aus (b) wird.

Losung.

(a) Es soll gezeigt werden, dass die Eigenschaften der Linearitdt im ersten Argument, der
Symmetrie und der positiven Definitheit erfiillt sind.

1. Fir f1, fo € Po und A1, A9 € R ist die Linearitdt im ersten Argument die Folge
der Linearitdt der bestimmten Integralen

1
(Aufi + Aafag) = / @ Dufila) + dafa(a) o) do
1 1
~n [ h@g)ds+x [ @) ds
= A (f1,9) + X2(f2,9).

2. Die Symmetrie folgt aus der Kommutativitat des Produkts
1 1
o) = [ @@ e = [ #ga)fe) e = 0.1,

3. Fur alle f € P>\ {0} gilt

1
. f) = / @) dr >0
>0

bzw. wenn f = 0ist (f, f) = 0 und (f, f) kann nur dann null werden, wenn f =0
ist. Die Abbildung (f, g) ist daher positiv definit.

(b)
1 1
(f, f) = / 2?(=72% — 2+ 92 da = / 492° + 142° — 1252 — 182° + 812° dx
-1 1
! 49 12 1
:2/ 49z — 1252* + 8122 da = 2 <9_5+8> — 18
0 7 5 3

Somit berechnet sich die Norm von f zu || f|| = /{f, f) = V18 = 3v/2.



(c) Es gilt, (f,9) =

—7aac —ax® +9az* —282° — 112* + 3523 + 922 dx

1
/ 2} (=72% —x +9)(az® + 4z + 1) dz

-1

1
2/ —7ax% +9ax* — 112* + 92% dx
0

y9_ 119
5 5 '3
1 20

— — a=-1
5 a

oo N

el oo \1\@

_l’_



Bonus Sei Y =Y (t) € R™" und ¢ = ¢(t) € R". Uberpriifen Sie, ob
/Y(t) e(t)dt =Y (t) e(t) — /Y(t) c(t)dt
gilt.
Losung.

Fiir alle j =1,2,...,n gilt
n

et = 3 (Z Yy <t>cj<t>) = 3 Vi (t)ei(t) + Vi (e (0) = (Y (0e() + Y (De))

d i—1 J

Daher ldsst sich die Produktregel auf R"™ verallgemeinern

d

(YO e(®) =Y () et) + Y () e(t).

Integrieren der beiden Seiten nach ¢

/iw@dma_/ﬁwww+Y@dﬂ&

fiihrt, unter Vernachldssigung der Integrationskonstante, zu

/Y@dﬂ&zY@dﬂ—/Y@dﬂ%



