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Aufgabe 1 (5 Punkte). Es seien p; und ps quadratische Polynome, gegeben durch
p(@)=—-2—z+1,  po(z)=22>+2x+2.
U = L(p1,p2) ist ein Unterraum des Polynomraumes P = {ax? + bx + c: a,b,c € R}.

(a) Zeigen Sie, dass B = {p1,p2} eine Basis von U ist.
(b) Bestimmen Sie die Dimension von U.
(c) Bestimmen Sie a € R so, dass q(z) = az? — 2z + 6 € U erfiillt ist.
(d) Berechnen Sie fiir ¢ aus (c) den Koordinatenvektor [¢]p.
Loésung zu Aufgabe 1.
e (2 Punkte)
e (0.5 Punkte)
e (2 Punkte)
(

e (0.5 Punkte)
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Aufgabe 2 (5 Punkte). Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Az = b in der Form

—2 2 5 8|«
(A|b)= 0 01 —2|8 ],
-1 -1 2 =3~

wobei «a, 3,7,6 € R. Elementare Zeilenumformungen fithren auf das System

-1 1 2 -3 v
(A|b) = 00 2 —4 20
000 Ojla—B-2y

Beantworten Sie die folgenden Aufgaben und begriinden Sie Ihre Antworten in IThren Aufzeichnungen.

(a) Wenn z eine Losung von Ax = b ist, gilt dann auch A’z = b'? Falls ja, gilt auch die Umkehrung?
(b) Was ist der Rang von A? Was ist der Rang von A’?

(c) Was ist der Rang von ( A ‘ b )? Was ist der Rang von ( A ‘ b )? Begriinden Sie Thre Antwort
in Abhéngigkeit von «, 3,v,6 € R!

(d) Was ist die Dimension des Kerns von A? Was ist die Dimension des Kerns von A’?

(e) Ist die Losung von Ax = b gegebenenfalls eindeutig?

Loésung zu Aufgabe 2.
[ ]

1 Punkte)

0.5 + 0.5 Punkte)

0.5 4+ 0.5 Punkte)

(
(
(1 Punkte)
(
(

1 Punkte)
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Aufgabe 3 (4 Punkte).
Betrachten Sie den Vektorraum R? mit der kanonischen Basis E3. Eine weitere Basis von R? sei
gegeben durch C = {¢y, ¢2, c3} mit

1 2 3
C| = -3 ,Cy = 0 ,C3 = 2
-2 -2 0

Berechnen Sie die Transformationsmatrix Tg,. ¢ des Basiswechsels von C' zu E3 sowie die Transfor-
mationsmatrix To. g, des Basiswechsels von E3 zu C.

Lésung zu Aufgabe 3.
¢ (2 Punkte)

e (2 Punkte)
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Aufgabe 4 (5 Punkte). Gegeben ist die lineare Abbildung ¢ : R® — R2. Der Vektorraum R3
sei jeweils mit der kanonischen Basis F3 ausgestattet. Die Abbildung ¢ ist beziiglich der kanonischen
Basen durch die Matrix A dargestellt als

1
A=1 3
1

NGRS

1
5
1

(a) Berechnen Sie die Matrix A" = [p(C)]¢ beziiglich der Basis C, wobei die Transformationsmatri-
zen wiefolgt gegeben sind

-1 2 =2 1 -1 1
Tpec=| 0 1 -2 |, Teep=[2 -2 1
2 -1 0 1 3 3
(b) Fertigen Sie eine Skizze des Abbildungsdiagramms an.
1
(c) Gegeben sei der Vektor v= | —1 | = [v]g,. Berechnen Sie [p(Vv)]c.
1

Loésung zu Aufgabe 4.
e (2.5 Punkte)
e (0.5 Punkte)

e (2 Punkte)

5/ 11



Aufgabe 5 (5 Punkte). Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum iiber R.

(a) Definieren Sie mit Hilfe des Skalarprodukts (.,.) die Norm ||| eines Vektors x. Zeigen Sie damit
die Giiltigkeit von

lz + ol + llz —yl* =2 (lzl* + yl?),  Ve,yeV.

(b) Geben Sie die Definition des Winkels « € [0, 7] zwischen zwei Vektoren x,y € V, &,y # 0, an.

(c) Zeigen Sie fiir z 1y, unter Verwendung von (b), dass nur der Winkel o = § moglich ist.

Loésung zu Aufgabe 5.
¢ (2 Punkte)
e (0.5 Punkte)

e (1.5 Punkte)
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Aufgabe 6 (6 Punkte). Gegeben sei eine quadratische Matrix A € R™*™. Sei A* ein Eigenwert von
A. Die geometrische Vielfachheit von A\* sei g = g(A\*) € {1,2,...,n}.

(a) Geben Sie eine Formel fiir das zu A gehorige charakteristische Polynom p(A) an.
(b) Formulieren Sie eine Gleichung, die der Eigenwert \* erfiillt.

(
(d

)
)
¢) Welche Dimension hat der Eigenraum E(\*) von \*?
) Geben Sie eine Formel fiir das zu detA mithilfe der Eigenwerte A von A an.
)
)

(e) Kann g < a gelten? Begriinden Sie Thre Antwort.
(f) Kann a < g gelten? Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung zu Aufgabe 6.

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

( )
( )
( )
( )
( )
( )

1 Punkte

7/ 11



Aufgabe 7 (4 Punkte). Die Matrix
0 25
A=[0 01 ]eR>
1 -2 0

hat den algebraisch zweifachen Eigenwert A = —1. Betrachten Sie die Vektoren

6 0 0 -33

U] = 2 , Uy = 1 , us=1 0 , Uy = —11

-2 1 0 11
Geben Sie fiir jeden der Vektoren an, ob es sich um einen Eigenvektor zum Eigenwert A = —1,
einen Hauptvektor zum Eigenwert A = —1, oder um keines der beiden handelt. Begriinden Sie Ihre

Antworten!

Loésung zu Aufgabe 7.

1 Punkte

(

e (1 Punkte
(1 Punkte
(

)
)
)
)

1 Punkte
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Aufgabe 8 (4 Punkte). Die Matrix A € R3*3 ist fiir a,b € R gegeben durch
100 100
A= 01 1 0 a 1
1 0 1 1 0 b

(a) Berechnen Sie die Determinante von A ohne diese Matrix explizit auszurechnen.

(b) Bestimmen Sie a,b € R, sodass A singulér wird und begriinden Sie Thre Antwort.

Loésung zu Aufgabe 8.

¢ (2 Punkte)

e (2 Punkte)
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Aufgabe 9 (4 Punkte). Sei A € R™*". Beurteilen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch
sind und achten Sie auf exakte Begriindungen. Geben Sie ggf. ein Gegenbeispiel an.

(a) A ist singulir = alle Eigenwerte von A sind 0
(b) A ist diagonalisierbar <= alle Eigenwerte haben die algebraische Vielfachheit 1

A ist diagonalisierbar <= alle Eigenwerte haben die geometrische Vielfachheit 1

(c
(

d) Ist n ungerade, so hat A mindestens einen reellen Eigenwert

(e) A ist diagonalisierbar <= A hat n verschiedene reelle Eigenwerte
(f
g) A ist symmetrisch <= alle Eigenwerte von A sind reell

(
(h) A ist symmetrisch = alle Eigenwerte von A sind positiv
(

k

)
)
)
)
)
) A ist orthogonal <= det A =1
)
)
) A ist symmetrisch und indefinit = A hat mindestens einen positiven Eigenwert
)

(1) A hat n verschiedene reelle Eigenwerte <= A ist diagonalisierbar

Lésung zu Aufgabe 9.

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

( )
( )
* ( )
(1 Punkte)
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Aufgabe 10 (8 Punkte). Gegeben ist das lineare Anfangswertproblem 2. Ordnung der Form

By'(t)+ Cy(t) = k(t), y(0)=1y, ' (0)=1y

mit
3 00 3 00 24
B=[020|,C=10 20|, k() =cos3t)| 16 und
0 01 0 0 4 -5

(a) Losen Sie das verallgemeinerte Eigenwertproblem (C' — AB)g = 0.
(b

(d) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Anfangswertproblems.

Loésung zu Aufgabe 10.

2 Punkte

2 Punkte

2 Punkte

( )
e (2 Punkte)
( )
( )
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Geben Sie die homogene Losung des linearen Anfangswertproblems an.

)
)

(c) Berechnen Sie eine partikuldre Losung des AWP mit Hilfe eines Ansatzes.
)



