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Aufgabe 1 (6 Punkte). Es sei P = {az? + bz + c: a,b,c € R} der Vektorraum quadratischer
Polynome, ausgestattet mit dem Skalarprodukt

1
(f,9) —/0 f(x)g(x)dz, f,g€ P

(a) Zeigen Sie, dass B = {x — 1,z + 1} eine Basis des Unterraumes U = {azx + b: a,b € R} ist.
(b) Bestimmen Sie die Dimension von U und P.

(c) Berechnen Sie fiir [¢]p = (1, —1)7 beziiglich der Basis B aus (a) den Vektor q.

)

(d) Berechnen Sie die Bestapproximation v € U von v(z) = x? unter Verwendung der ONB By =
{b1,b2} von U, gegeben durch

bi(xz) =1, ba(x) = %m

Loésung zu Aufgabe 1.

2 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

( )
( )
( )
( )

2 Punkte
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Aufgabe 2 (4 Punkte). Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Az = b in der Form

—2 2 5 8|«
(A|b)= 0 01 —2|8 ],
-1 -1 2 =3~

wobei «a, 3,7,6 € R. Elementare Zeilenumformungen fithren auf das System

-1 1 2 -3 v
(A|b) = 00 2 —4 20
000 Ojla—B-2y

Beantworten Sie die folgenden Aufgaben und begriinden Sie Ihre Antworten in IThren Aufzeichnungen.

(a) Wenn z eine Losung von Ax = b ist, gilt dann auch A’z = b'? Falls ja, gilt auch die Umkehrung?
(b) Was ist der Rang von A? Was ist der Rang von A’?

(c) Was ist der Rang von ( A ‘ b )? Was ist der Rang von ( A ‘ b )? Begriinden Sie Thre Antwort
in Abhéngigkeit von «, 3,v,6 € R!

(d) Was ist die Dimension des Kerns von A? Was ist die Dimension des Kerns von A’?

(g) Ist die Losung von Ax = b gegebenenfalls eindeutig?

Lésung zu Aufgabe 2.

1.0 Punkte

0.5 Punkte

0.5 Punkte

( )
( )
o (1.0 Punkte)
( )
( )

1.0 Punkte
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Aufgabe 3 (10 Punkte). Gegeben ist die lineare Abbildung ¢: R? — R*. Die Vektorrdume R?
und R* seien mit kanonischen Basen E, und E; ausgestattet. Die Abbildung ¢ ist beziiglich der
kanonischen Basen durch die Matrix A dargestellt als

=W N =
|
[\

(a) Weiters sind fiir R? und R* die Basen C' und B gegeben durch

~1 0 0 0
1 -1 1 -1 0 0
(R O IO I B N R
1 1 1 -1

Berechnen Sie die Transformationsmatrix Tr,. ¢ des Basiswechsels von C' zu Ey sowie die Trans-
formationsmatrix Tg. g, des Basiswechsels von E4 zu B.

(b) Fertigen Sie eine Skizze des Abbildungsdiagramms an und berechnen Sie die Matrix A’ = [¢(C)]p
von ¢ beziiglich der Basen C' und B.

(c) Gegeben sei der Vektor v = (1,—~1)” = [v]p,. Berechnen Sie ¢(v) auf zwei verschiedene Arten,
unter Benutzung von A und A’.

Lésung zu Aufgabe 3.
e (4 Punkte)
e (2 Punkte)

¢ (4 Punkte)
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Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum iiber R.

(a) Definieren Sie mit Hilfe des Skalarprodukts (.,.) die Norm ||| eines Vektors x. Zeigen Sie damit
die Giiltigkeit von

e —y* = llz]* - 26z, y) + [yl*,  Vax,yeV.

(b) Geben Sie die Definition des Winkels « € [0, 7] zwischen zwei Vektoren x,y € V, x,y # 0, an.

(c) Zeigen Sie fiir s € R\ {0} unter Verwendung von (b), dass fiir & = sy, nur die Winkel o = 0
und a = 7 moglich sind.

Loésung zu Aufgabe 4.
¢ (2 Punkte)
e (0.5 Punkte)
e (1.5 Punkte)
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Aufgabe 5 (8 Punkte). Gegeben ist eine Matrix
1 01
A=[0 3 0 | eR¥.
1 01

(a) Bestimmen Sie zum Eigenwert A\ = 2 einen zugehérigen Eigenvektor.

(b) Zeigen Sie, dass p(A) = —A3+5X% — 6 das charakteristische Polynom ist und berechnen Sie alle
Eigenwerte.

(c) Begriinden Sie, ob die Matrix A regulér oder singulér ist.
(d) Bestimmen Sie die Definitheit der Matrix A und begriinden Sie diese.

(e) Berechnen Sie eine regulire Matrix X € R3*3, welche die Matrix A diagonalisiert.

Lésung zu Aufgabe 5.
[ J

1 Punkte

1 Punkte

( )
( )
(1 Punkte)
( )
( )

3 Punkte
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Aufgabe 6 (4 Punkte). Sei A € R™*". Beurteilen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch
sind und achten Sie auf exakte Begriindungen. Geben Sie ggf. ein Gegenbeispiel an.

(a) A ist singulir = alle Eigenwerte von A sind 0
(b) A ist diagonalisierbar <= alle Eigenwerte haben die algebraische Vielfachheit 1

c) A ist diagonalisierbar <= alle Eigenwerte haben die geometrische Vielfachheit 1

(
(d) Ist n ungerade, so hat A mindestens einen reellen Eigenwert

f) A ist orthogonal <= det A =1

(g) A ist symmetrisch <= alle Eigenwerte von A sind reell
(h) A ist symmetrisch = alle Eigenwerte von A sind positiv
(

k

)
)
)
)
(e) A ist diagonalisierbar <= A hat n verschiedene reelle Eigenwerte
(f)
)
)
) A ist symmetrisch und indefinit = A hat mindestens einen positiven Eigenwert
)

(1) A hat n verschiedene reelle Eigenwerte <= A ist diagonalisierbar

Lésung zu Aufgabe 6.

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

1 Punkte

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

1 Punkte
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Aufgabe 7 (3 Punkte). Sei A € R3*3 eine quadratische Matrix. Fiir Vektoren x,y,z € R3\ {0}
sei

(A=X)z =1y, (A=XN)y ==, (A=X)x=0.

(a) Geben Sie die Jordan’sche Normalform J von A und die Transformationsmatrix X an, fiir welche
die Zerlegung XJX ! = A gilt.

(b) Ist A diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre Antwort!

Lésung zu Aufgabe 7.
e (1 Punkte)

e (2 Punkte)
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Aufgabe 8 (3 Punkte). Berechnen Sie die Determinante der reellen 4 x 4 Matrix

1 -2 4 1
2 2 -5 1
A= 2 1 0 O
-2 1 0 0

auf zwei unterschiedliche Arten.

Lésung zu Aufgabe 8.
¢ (1 Punkte) Entwicklungssatz

¢ (2 Punkte) Transformation auf Dreiecksgestalt
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Aufgabe 9 (8 Punkte). Gegeben ist das lineare Anfangswertproblem 2. Ordnung der Form

By'(t)+ Cy(t) = k(t), y(0)=yo ' (0)=1y

mit
3 00 3 00 24
B=[020|,C=10 20|, k() =cos@3t)| 16 und
0 01 0 0 4 -5

(a) Losen Sie das verallgemeinerte Eigenwertproblem (C'— AB)g = 0.
(b

(d) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Anfangswertproblems.

Loésung zu Aufgabe 9.

2 Punkte

2 Punkte

2 Punkte

( )
e (2 Punkte)
( )
( )
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Geben Sie die homogene Losung des linearen Anfangswertproblems an.

)
)

(c) Berechnen Sie eine partikuldre Losung des AWP mit Hilfe eines Ansatzes.
)



