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Aufgabe 1 (0 Punkte).

Es sind keine Unterlagen erlaubt.

Schreiben Sie nicht mit Bleistift und dokumentieren Sie die Rechengéinge und Begriindungen
vollstandig, sauber und iibersichtlich! Verwenden Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt.

Die Ausarbeitungen sind abzugeben und werden fiir die Bewertung herangezogen, sofern es sich
um Rechenaufgaben handelt oder Begriindungen verlangt werden. Wird nach einer Begriindung
gefragt, so ist diese durch blauen Text gekennzeichnet. Ansonsten wird die getétigte Eingabe in
MOBIUS bewertet.

Alle Zettel miissen mit Name und Matrikelnummer beschriftet werden.
Die Arbeitszeit betragt 120 Minuten.

Alle schriftlichen Ausarbeitungen miissen am Ende der Priifung digitalisiert (PDF-File) und im
TUWEL-Kurs der VO hochgeladen werden.

Die Ergebnisse und der Termin der Einsichtnahme werden im TUWEL-Kurs der Vorlesung
bekannt gegeben und abgewickelt.
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Aufgabe 2 (5 Punkte). Sei V = IR3 und U gegeben durch

U={(z,y,2)' eR3: 22 +5y+42=0}CV

(a) Welche der folgenden Axiome miissen erfiillt sein, damit U einen Unterraum von V' bildet?

e scR,ucU: s-ueclU
euvelU: u+tvelU
e uvelU: u-velU

e uvelU: uxvelU

(b) Wihlen Sie eine Basis B von U aus und begriinden Sie dies.

1 0

e B= 0 , 1
-1 =5

2 4

0 )

e B= -4 1,11
1 4

(c¢) Bestimmen Sie die Dimension von U.

C

(d) Bestimmen Sie ¢c € R so, dassv= | 2 | €U gilt.
4

(e) Geben Sie den Koordinatenvektor [v]p von v aus (d) beziiglich der Basis B aus (c) an.
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Aufgabe 3 (6 Punkte). Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A -x = b mit € R? durch

1 o 3 o
A-x=1| 0 1 —a T = 1 =b
1 a—2 2a+3 —a?
wobel a € R.

(a) Berechnen Sie alle a; € R, ¢ € N, fiir die das lineare Gleichungssystem losbar ist.
(b) Berechnen Sie fiir & = 1 die allgemeine Losung des Gleichungssystem.

(c) Berechnen Sie den Rang von A und eine nichttriviale (d.h. v # 0) Losung v des homogenen
Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix A fiir « = —2.

3/11



Aufgabe 4 (3 Punkte). Sein € N und ¢ : R™ — R" eine injektive, lineare Abbildung.
Markieren Sie die dquivalenten Aussagen.

e Sei & € R™. Dann hat p(a) = 0 nur « = 0 als Losung.

Kern ¢ = {0}.

Bild p = R™.

Sei & € R™. Dann ist p(a) = b fiir alle b € R™ losbar.

Bild ¢ = {0}.

Kernyp = R™
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Aufgabe 5 (5 Punkte). Gegeben sei die lineare Abbildung ¢ : R? — R2. Die Vektorrdume R3
und R? seien mit den kanonischen Basen F3 und Es ausgestattet. Die Abbildung ¢ ist beziiglich der
kanonischen Basen durch die Matrix A gegeben als

-1 -3 0
A‘( 1 -1 —1)'

Weiters sind fiir R?® und R? die Basen B = {b1,bs, b3, by} und C = {c1, ca} gegeben durch

0 1 0
b1 = 0 y bg = 2 s b3 = 1 und
-2 0 0
(0 _ 1
C1 = 1 , Co = 1 .
2
(a) Gegeben sei der Vektor u = | 4 | = [u]g,. Berechnen Sie also [¢(u]g,.
4

(b) Stellen Sie die Vektoren aus (a) mithilfe der Basen B und C der. Berechnen Sie also [p(u]c und
[u]B-

(c) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix ® = [¢(B)]|c beziiglich der Basen B und C.
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Aufgabe 6 (3 Punkte). Die Matrix A € R3*3 ist fiir a,b € R gegeben durch
100 100
A= 01 1 0 a 1
1 0 1 1 0 b

(a) Berechnen Sie die Determinante von A ohne diese Matrix explizit auszurechnen.

(b) Bestimmen Sie a,b € R, sodass A singulér wird und begriinden Sie Thre Antwort.
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Aufgabe 7 (4 Punkte). Gegeben sei V = R? mit dem kanonischen Skalarprodukt und ein Unter-
-3 -3

raum U = L(u1, uz) mit u; = 2 und uy = 0
1 1

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis B des Unterraums U = L(uju2).

(b) Bestimmen Sie den Vektor u € U so, dass die Norm ||v — ul|2 fiir den Vektor v = 1

minimal wird.

(c) Berechnen Sie den Wert dieser Norm.
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Aufgabe 8 (6 Punkte). Gegeben sei eine quadratische Matrix A € R™*™. Sei \ ein Eigenwert von

A. Die geometrische Vielfachheit von A sei g = g(\) € {1,2,...,n}. Die algebraische Vielfachheit von

Aseia=a(N) €{l,2,...,n}.

(a) Geben Sie eine Formel fiir das zu A gehorige charakteristische Polynom p an.

(b) Formulieren Sie eine Gleichung, die der Eigenwert A erfiillt.

(c) Welche Dimension hat der Eigenraum E(\) von A?
)

(d) Geben Sie eine Formel fiir die Berechnung von det A mithilfe der Eigenwerte A1, ..., A, von A
an.

(e) Kann g < a gelten? Begriindungen Sie ihre Antwort.

(f) Kann a < g gelten? Begriindungen Sie ihre Antwort.
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Aufgabe 9 (8 Punkte). Gegeben ist eine Matrix

00 1
A= 1 0 -3 | e R
01 3

Bestimmen Sie zum Eigenwert A = 1 einen zugehorigen Eigenvektor v.

Zeigen Sie, dass p(\) = —(\ — 1)? das charakteristische Polynom von A darstellt und berechnen
Sie alle Eigenwerte samt algebraischer Vielfachheit.

Ermitteln Sie alle Eigenvektoren und mogliche Hauptvektoren der Matrix A.

Berechnen Sie die Dimension aller Eigenrdume. Ist die Matrix A diagonalisierbar? Begriinden
Sie Thre Antwort!

Geben Sie eine regulire Matrix X € R3*3 sowie die Matrix J € R3*? an, sodass A = XJX !
gilt, wobei J die Jordan’sche Normalform von A bezeichnet.
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Aufgabe 10 (4 Punkte). Betrachten Sie das System von Differentialgleichungen der Form

y’1 =y1 + Y2,
yé = ¥Y2.

Bestimmen Sie fiir y(t) = (y1(t),y2(t)) " eine Fundamentalmatrix dieses Systems.
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Aufgabe 11 (6 Punkte). Gegeben ist das lineare Anfangswertproblem 1. Ordnung

00 1
y'(t)+Ay(t) = f(t), y(0) =yo, mit A=) 0 1 1
011

Die Matrix A hat den Eigenwert A\; = 0 mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfach-
heit 2, sowie den Eigenwert Ao = 2 mit algebraischer Vielfachheit 1 und geometrischer Vielfachheit 1.

1 0
Die Eigenvektoren sind vW =1 0 |, mit dem zugehorigen Hauptvektor Y = | -1 ,
0 1
1
und v@ = | 2
2

(a) Geben Sie die allgemeine Losung y;, () des homogenen Problems an.

(b) Geben Sie eine Partikulirlosung y,(t) des inhomogenen Problems fiir f(t) = | 1 |+

an. Verwenden Sie den Ansatz y,(t) = at + b mit a,b € R?.

(c) Seien y;(t) und y,(t) die Losungen aus (a) und (b).
Wie miissen Sie y,(t) und y,(t) kombinieren, um die allgemeine Losung y'(t) + Ay(t) = f(t)

des inhomogenen Problems zu erhalten? Von wie vielen freien Parametern hingt y(t) ab?

1
(d) Geben Sie eine Losung y(t) des homogenen Anfangswertproblems fir f(t) =0und yo= | 0
1

an. Verwenden Sie Thre Losung aus (a) als Ansatz.
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