UE 6 / Aufgabe 1

Zeigen Sie
d n
dx"

(e"sinz) = (\/§)n " sin (z + %) fiir alle n € Nj.

Beweis mittels vollstdndiger Induktion.

e Induktionsanfang:
dO

oo (Fsine) = efsine = (V) sin (o ) v

4
e Induktionsvoraussetzung:
d n

dx™

e"sinz) = (V2) e sin ac—i—m gelte fiir ein n € N,
4

o [nduktionsschluss n — n+1:

dn+1 . d dn . . d no n
dpn L (e"sinz) = v (@ (e Slnl’)) = %<(\/§) " sin (z + Tﬁ))
= \/§n<ex sin (x + %) + " cos (z + %))
Mit sin(%) = COS(%) = ‘/75 und dem Additionstheorem fiir sin gilt
siny 4+ cosy = V2 (? siny + g Cosy>
TN . . T
= \/§ (COS(Z) mny—l—sm(z)cosy)
= V2 sin (y + g)
=
d?”H—l T n . nim T
dan+l (e"sinz) = (V2) 6'(\/5 sin (= + o " 1))
— (\/§)n+1 e sin (a: + W) Ve
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a) Leiten Sie die Formel die Ableitung des Sinus her, % sinx = cosz, und
zwar mit Hilfe des Satzes {iber die Ableitung der Umkehrfunktion, indem
Sie von der Formel fiir die Ableitung von arcsin ausgehen.

b) Berechnen Sie jeweils die Gleichung der Tangente an die Kurve (z, f(x))
(Graph der Funktion f) an der Stelle (zg, f(x¢)):

i) flz)=vV1—2a%, zy=—3; (ii)) f(x)=alnz, zp=¢e

x

c) Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z) = § + cosx jene Intervalle, auf denen
sie monoton ist, und geben sie ein moglichst grofles Intervall an, auf dem f
Lipschitz-stetig ist. Wie lautet die zugehorige optimale (kleinstmégliche)

Lipschitzkonstante?

a) Um die Ableitung mit Hilfe des Satzes tiber die Ableitung der Umkehrfunk-
tion zu berechnen, ist die Funktion sin x auf einen Bereich eingeschrankt
werden, auf dem sie bijektiv ist, etwa auf das Standardintervall [—7, 7].

sin z ist dann die Umkehrfunktion von

fly) = arcsiny, ye€[-1,1]

mit
by 1
f'ly) = T
=
d . . 1) = 1
% sinr = (f ( )) (f’(f_l(x)))
— + = Vcos?x = cosx (z€[-5.3]) v

vV 1—sin?z

Fir o € [-3, 5] argumentiert man mit der Periodizitit von sin.
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M) = 5o (2) = = Pl = v
folgt
T(x;20) = flao) + f'(xo)(x — x0) = §+§(az+%)
(i) f(z) =z Inz, z9=c¢
Mit f(zo) = f(e) = e, und
F(@) = me+z= = 14+nz, f(z) =2

T(x;20) = fxo) + ['(x0)(x —20) = e+2(x—¢)

c) f(z) = £+cosz, mit f/(z) =3 —sin(z) =

e [ (streng) monoton | fiir sinz > 1.

= f monoton | auf [, ‘%] C [0,27]. (Beachte: sin§ = %” —

)

DO —

Periodizitédt von sin = f monoton | auf

5
U [%+2/~m,%+2m]
keZ

e Analog: f (streng) monoton 1 auf [0,Z] U[2Z 27| C [0,27], und auf

6 6

5 13

U {—W+2k7r,—7r—l-2k7r}
6 6

keZ

e Aus max |f'(z)] =2 folgt

rzeR

3
Lopt = 5 auf R.
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Berechnen Sie die Ableitungen f’(z) folgender Funktionen:
e’ —1
el‘
b) f(z) = cos(2*)cos’r, x€R d) ;n, k,neN

(9(="))

(In d) ist g irgendeine gegebene differenzierbare Funktion. )

a) f(x)z(as%—é)?, r#0 c)ln( ), r#0

Lo d) = 2o - 2) =20 2)
()

b)
4 (cos(z?) cos®z) = d (cos(z?)) cos®x + cos(z?) — (cos® z)
x du dx
= —sin(2?) 2z cos’x + cos(2?)2cos x (—sin )
= —2z sin(2?) cos® x — 2 cos(2?) sin x cos x
c)
i(ln<€x_1)) G i(ex—1> et et = (e" 1)
x et B —1dx\ e* et —1 et
ef—e"+1 1
B e’ —1 e’ —1
d)
d 1 d _
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Zeigen Sie, dass die beiden Ungleichungen

1—2x T
1422 — 2

7r
1 < arctan(x) +

fiir alle £ > 0 gelten.

1—2a
Ablei = :
e Ableitung von f(z) = arctan(x) + 1122
1 —(14+2%)— (1 —2)22
/ _
flz) = 1122 " (1+ 22)*
-1 Jr295(95—1) ~ 2x(x—1)
a2 (142 (1422
= f ist

— monoton | fir 0 <z <1,

— monoton T fir z > 1

e Daher: f nimmt Minimum an z = 1 an, mit f(1) = arctan1 = % :

Weiters:
f(z) < max{f(0), lim f(z)},
mit

f(0) = arctan(0)+1 = 1, |
lim f(z) = E+0:g '

T — 00 2

0.54

e Folgerung: Fiir alle z > 0 gilt

f@) = fO) =T, f@) < floo) = 3

Genauer: f(z) < 7, da f streng monoton 1 fiir z > 1.
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Berechnen Sie die Grenzwerte mit Hilfe der Regel von de I'Hospital:

In(In z) : 1 1
' im (=72
) Jlim = R
b) :ghino cot x arcsin x d) lim ¢ — ax7 GERY, a4l

z—a ql — q?%

a) de 'Hospital ~

1 1
In(1 = 1
i 22 e o
r—=oo  Inx T — 00 1 r—=oo InT
a

b) de 'Hospital ~
CcosS T arcsinx

lim cotx arcsinxz = lim -
r—0 z—0 SIinx
—sinx arcsinx + cosx 11 > 0+1
= lim = = =1
T—0 CoS T 1
c) Auf gleichen Nenner bringen, zweimal de ’'Hospital ~
) 1 1 o x—e"+1
lim ( — —) = lim ———
r=0 \et —1 =z =0 x(el"—l)
. 1—e¢" . —e” 1
= lim = lim = ——
z—0 (e — 1)+ ze® z—0e” + (¥ + xe?) 2

d) Beachte (z%) = a2 ! und (a*) =a®Ina.
de I'Hospital ~
x* —a” ar® ! —a*lna a® —a’lna 1—Ina

lim = lim = =
r—a a® — aq® r—a a*Ina a®Ina Ina
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Bestimmen Sie die Konstante ¢ € R so, dass die Funktion f: [-5,5] — R,
1
f(x) = (cosz)a?, = #0
c, x =0

stetig ist.

o Mit
1
(cosz)s® = eXp(

In(cos x) )

T2

und aufgrund der Stetigkeit von exp gilt

1 In(cos z)
3 2 — 15 A S
Jiy (cos) " =iy exp(=5)

1
- o, )

wobei |de I’'Hospital zweimal anwenden: |

. In(cosx) . —sinzx , —cosx 1
lim —— = lim ——— = lim _ = ——
z—0 T r—0 22 coS T r—0 2cosx — 2x sinx 2
=
1 1 1
lim (cosx)ﬁ'f2 =€ 2 = —

z—0 \/E

e Daher: f stetigan x =0 fir ¢ = lim f(x) =

r—0

-
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Der Widerstand R eines Schwingkreises mit der Kapazitit C' = 20 und Induk-
tivitdt L = 5 ist zu bestimmen. Dazu wird die Kreisfrequenz w gemessen. Der
gemessene Wert sei w = 7, mit einer Genauigkeit von +1%.

1
Was ist der Wert von R = O 1wl)’ und welchen relativen Fehler (in %)

erwarten Sie bei der Auswertung von R aufgrund der Unsicherheit in der Mes-

sung von w ?

C und L sind als exakt angenommen.

~> Betrachte Widerstand R = R(w) als Funktion der (fehlerbehafteten)
Kreisfrequenz w:

RE) = S
mit
re) = g (we-p)
(o)) -
wc—w—L)

In erster Naherung gilt an der gemessenen Stelle w :
AR = R(w+ Aw) — R(w) = R(w)Aw,

also

A " A
AR ~ R(w)Aw, und gzngw

mit dem
/

relativen Verstarkungsfaktor

A
e Zahlenwerte fiir C =20, L =5, w =7+ 1%, d.h. ‘ o ‘ ~ 0.01:
w

R(7) ~ 0.714e2,  R(7) ~ —0.102e-2

[ s
‘ﬁ‘ N 7-0.00102
R |7 0.00714

Der relative Fehlereffekt ist hier ‘neutral’, d.h., genau in der Gréfle der Storung.

L]

A
‘ “’( ~ 1.00 - 0.0l = 0.0l ~ 1%.
w
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Bestimmen Sie k derart, dass

a) V2 = kx+0(1), z— o0
b) (1+a:2)_1/2 = 1+k2>+0(2Y), -0

a)  2u2 -1 = xy/2-4

Mit u = é ergibt Linearisierung von /2 —u an der Stelle u =0:

V2-5 =V2—u = V2 + %\/Z—U‘uo-(u—O) + o(Jul)

2
= ﬁ—%u—i—oﬂub fir w — 0

202 -1 = 2—%:33(\/5(1 ) +o(|-% D)

= \/éx_4£+ o(|1]) fir = — oco.

= k =+/2, und wir haben sogar gezeigt

V2 = V2z + O(|}]) fiir = — oo,

h., V22 ist Asymptote fiir v/222 — 1.

(Man zeigt auch leicht direkt: v222 —1—+/2x — 0 fiir 2 — 00.)

e Anmerkung zu a): Wir haben gezeigt (fiir x — 00)

222 —1 = kz+O(1) mit k=12
Frage: Ist dieses k (charakterisiert die Asymptote) eindeutig?
Antwort; Ja, weil fir k # /2 gilt V222 —1—kz — .
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b) (1+x2)_1/2, r — 0
Setze v = z?; suche k so dass

(1+0)" =14 kv+0@0?) fir v—0

Linearisierung von (1 + v)fl/ ? an der Stelle v = 0 ergibt

(1+0)7 2 = 1+% (14+0) ] - (v=0) + O(?)
1

:1—§u+m*ﬂh¢v+0@%

= 1—%4—0(@2) fir v—0

= mit k’:—%:

~1/2

(1+27) = 1+ka®>+0(") fir o — 0.
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Ermitteln Sie fiir die rationale Funktion
2 +322-4
) = 24+2x—3

den maximalen Definitionsbereich und bestimmen Sie die Art der Unstetig-
keitsstellen. Finden Sie die Nullstellen und untersuchen Sie den Charakter der
Extrema. Untersuchen Sie weiters das Verhalten von f(x) fir z — +oo und
xr — —oo. Stellen Sie die Geradengleichung der Asymptoten auf und skizzieren
Sie den Graphen der Funktion.

104

@

e

-0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

?+322 -4 (@P4dr+4)(z—1) (z+2)°
24+ 2x -3 (x+3)(z—1) z+3
xr = —3: Pol 1. Ordnung; f definiert auf D(f) =R\ {-3}

flx) =

e = = —2: doppelte Nullstelle, mit f'(—2) =0

e Ableitungen:
o) (x4 2)(z+4) B 2

(z + 3)°

e [.okale Extremalstellen:

r = —2: lokales Minimum; x = —4: lokales Maximum
e keine Wendepunkte

e Asymptotisches Verhalten fiir x — 400

Sieht man am besten mittels Polynomdivision und Partialbruchzerlegung,

1
flz) = a:—|—1—|—x+3 = 24+ 1+ O(|1]) fir z — %00

= x+ 1 ist Asymptote fiir + — oo und fiir * — —00. 0
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(*) Herr DDDr. Bellmann steht an der Stelle (0,0) in der xy - Ebene, sein Hund
Bello wartet links neben ihm irgendwo auf der x - Achse. DDDr. Bellmann geht
mit konstanter Geschwindigkeit vp in y- Richtung los und spaziert die positi-
ve y- Achse entlang. Bello lauft mit konstanter Geschwindigkeit v, hinterher,
und zwar so, dass der Hundegeschwindigkeitsvektor zu jedem Zeitpunkt genau
dorthin zeigt, wo sich DDDr. Bellmann gerade befindet.

Zeigen Sie, dass Bellos Bahnkurve y = b(z) in der xy-Ebene der folgenden
nichtlinearen Differentialgleichung geniigt:

alf(@) + /T (@) =0

Up

DDDr. Bellmann

e Vorbemerkung:

x = x(t) bezeichnet die waagrechte |
Bahnkoordinate von Bello.

e Wir betrachten die beiden Positionen in der xy- Ebene:

(,0(z)) ... Bello (b)), (0,B) ... (DDDr. Bellmann (B))

Laut Angabe gilt zu jedem Zeitpunkt (‘treuer Hund’) :
B —b(x)
0—x
e r=x(t) und B = B(t) sind Funktionen der Zeit ¢, und B(t) ist bekannt :

(z(t), b(x(t)) = 27 (0,B(t)) = (0,v51)

e Zusammen mit (*) folgt fiir x = x(¢) zu jedem Zeitpunkt ¢:

d , d
- (2O (®)) = — (b(x(®) - vst)

= (mittels Kettenregel, Produktregel):

VP + o(t) V(1) (1) = V(@)ED) - vs (5)

e Die Information iiber die (konstante) Geschwindigkeit v, von Bello wur-
de noch nicht verwendet. Der HGV (Hundegeschwindigkeitsvektor) ist
gegeben durch

(g (t), & O®) = (2t), V(x(t) (1)) (Kettenregel)

wobei laut Angabe :

\/(96(?5))2 + (0 (z(t)) x’(t))2 = v, (Hundegeschwindigkeit = v,) |

V(r) = zb'(x) = b(x)— B (%)
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o Vb
= Areny

e Einsetzen in (**) [mit z = z(t), 2 = (1) ],

xb'(r)r = —wvp
ergibt
1
x b (z o +oup =0 ‘-—'/1+b’x2
D e T vp )
also
Up

Tl @)+ IR =0 v

Anmerkung : Es wurde a priori angenommen, dass Bellos Bahnkurve in der
Form (z,b(x)) darstellbar ist, d.h., als Graph einer Funktion b(x). Dies gilt,
weil laut Annahme Bello immer mit positiver Geschwindigkeit nach rechts lauft,
d.h. zu jeder Hundeabszisse = gibt es genau eine Hundeordinate y = b(x).

e Zwei mogliche Losungen b(z) der Differentialgleichung, numerisch ermittelt:

— links: v, < wvp; Bello ist zu langsam und kommt nicht nach.
— rechts: v, > vg; Bello holt DDDr. Bellmann ein.
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