UE 7 / Aufgabe 1

a) Zeigen Sie dass die Funktion f: (0,00) — R™,
fla) = a2l

strikt konvex ist und dass sie eine eindeutige Minimalstelle x = x,,;, besitzt.
Geben Sie z,;, und f () an.

b) Gleiche Frage wie unter a), fiir

a) Ableitungen von f(z) = z%e!/*:
fl(x) = 2xe" 422 el/x( — %) = (2z-1) el

f(z) = 261/334—(2:0—1)61/33(—

mit
207 =20 +1 = 2> + (22 =22 +1) = 2+ (2 —1)* >0 fiir >0
— f ist strikt konvex. v

Tmin ist eindeutige Nullstelle von f”:

L fla) =S~ 185
Tmin = 3 5 Tmin) = — ~ 1.
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b) Ableitungen von f(z) = e*el/*:

/ o x 1/x r 1/x 1y _ =z
fl(x) = e" et 4 e e/(—P)—ee p

v 1w ot — 2224+ 22+ 1

ffx) = ... = ¢"e "

mit

4 2 4 2 2 2 y
=22 4+2x+1 = (2" =22°4+1)42x = (z°=1)"+22 >0 firz >0
—> [ ist strikt konvex. v

Tmin 18t eindeutige Nullstelle von f:

Tmin = 1, f('rmin) =’ ~ 7.40
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a) Seien z,y > 0 und p > 1 reelle Zahlen. Beweisen Sie die Ungleichung
(x+y) < 2772”4+ 4

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass die Funktion f(§) = &P konvex ist fir
¢ > 0, und niitzen Sie dies aus.

b) (*) Fiir den Spezialfall p € N kann man die Ungleichung auch mittels
vollstéandiger Induktion beweisen.

a) f(&) =& ist konvex fir £ > 0:
'€ =pp-1¢&"7 >0 fir £20,p>1 v
Daher (geméaf Definition 9.8 der Konvexitéit, mit A = %) :

fG+y) < 3(f(2)+ )

1 1
— p _ p p
& olety) < S @ +y)

& (x+yP <27 M@ +y") v
b) Induktionsbeweis fiir p € N:
e p=1:z24+y=ao+y VvV
e p — p+1:
" IND .
(@+y)™ = @+y@+y) < (@+y)2" @ +y)
_ 2p_1(a:p+1+a:yp+ya:p+yp“)

mit
J:yp + y:[:p — xp+1 + yp+1 + gx _ y)(yp _ xP)J
<0
< xp—&-l + yp—H
=—> Behauptung fiir p + 1. v
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Wir beweisen die Young’sche Ungleichung

P q
Y
D q

IA

Ty

fiir alle z,y > 0, wobei p > 1 und ¢ der zu p ‘konjugierte’ Exponent, d.h.

1 1 _
lyl=1.

a) Halten Sie y > 0 beliebig fest und analysieren Sie die Funktion f(z) :=
%p + %q — xy. Sehen Sie sich die Nullstelle von [ an und folgern Sie
daraus das Resultat.

b) Alternativer Beweis: Driicken Sie x y mittels exp und In aus und argumen-
tieren Sie mit der Konvexitat von exp.

1 1 P
a) —~+-=1 & qg=1+ -
) q p—1 p-—1
f@) = flay) = =+ L
p q
o Es gilt .
f(0) = LA 0, und lim f(z) = oo
q T —r 00

e Nullstelle von f’:

flx) = oy =0 & = yl/”’l, mit

vy (y/r=1p oyl o y'lrt oy vy
fy") = T Ty = o Ty
q q 1 ]_
:%_}_%_yqz(z_?_}_g_l)yq:()

Folgerung: f nimmt sein globales Minimum 0 an y/*" an. q.e.d. v

b) Schreibe
ry = exp(lnz+1Iny) = exp (% lna:p+% lnyq)
exp ist konvex = mit %+ % =1:
1 Pyl q ! P 1 q i
eXp<51naz +51ny) < —exp(lnz?) + — exp(lny?) = —+=
p q P4 g
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(lnx)2

X

Gegeben sei die Funktion f: (0,00) — RT, f(z) =

Fiithren Sie fiir diese Funktion eine moglichst komplette Kurvendiskussion
durch, plus Skizze. Charakterisieren Sie inbesondere das asymptotische
Verhalten fiir x — 0 und r — oo.

e Asymptotisches Verhalten:

g, () = oo, Jirg, f(=) =0
e Nullstelle von f: zy=1
e 1. Ableitung f:
, 2lnz- 12— (Inz)>  2lnz (lnz)> Inz(2-Inz)
fiz) = 2 - T2 T2 2
e Nullstellen von f”:
r = 1, To = € ~ 7.39
e 2. Ableitung f”:
B 2((Inz)* = 3lnz +1)
i) = 3
x
e —> lokales Minimum an z; = 1, lokales Maximum an z, = €.

Dies zeigt auch die ‘ungefihre’ Lage zweier Wendepunkte.

e Nullstellen von f”: Quadratische Gleichung fiir In 2, mit Losungen
r34 = exp(3F L) ~ 147, 13.71
e Auswertung: f"(x3) #0, f"(x4) #0 = 3, 4 sind Wendepunkte.
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Zeigen Sie: Fiir jedes n € N gibt es ein z > 0 mit
(I+2)" < enx

Geben Sie einen derartigen (von n abhéngigen) Wert fiir = an.

1 n
o Esgilt f(z):= (1+2) > 0 fiir alle > 0, mit
x
Jim f(@) =400, lim f(a) = +oo

e Suche Minimalstelle in (0, 00). Ableitung von f:
n(l4+2)" e —1+z)" (1+2)"" (- (1+2))

/
() = E - -
(I+z)" ' ((n—1)z—1)
/ 1 y
fllz)=0 & =zx= fir n > 2
n J—
mit
(1+77)" n1
fGH) = —=—— = (+3H)" (0+5H)0-1)
n—1
= (1+ )" "(n—X+1X) < ne
n—1 ’
o 1 = % ist globale Minimalstelle von f mit

(I+2)" < enx v

e n =1 ist Sonderfall. Keine Minimalstelle, aber lim f(x) = 1.

T —r OO
Wiahle z > 1/(e —1).
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Wir versuchen den Verlauf eines héngenden Seiles durch ein Polynom p(x) vom
Grad n zu beschreiben: p(z) auf [—1, 1], mit vorgegebenen Eigenschaften (eine
verallgemeinerte Interpolationsaufgabe).

a) Wir wahlen Grad n = 2 und fordern drei Eigenschaften:
e p(~1)=p(1) =1
e p(0)=0
Ist das sinnvoll? Ist p(z) eindeutig bestimmt?
b) Wir wahlen Grad n = 3 und fordern zusétzlich
e p"(0) = ¢, wobei ¢ > 0 vorgegeben.

Bestimmen Sie p(x) in Abhéngigkeit von dem Parameter c. Versuchen diesen
‘physikalisch’ zu interpretieren.

Was bedeutet ¢ =0 bzw. ¢ < 07?

a) Ansatz:
p(z) = ag+arr+asr?, mit p(a) = ay+2a2
3 Bestimmungsgleichungen:
p(=1) = ap—ay+ay =1
p(l) = ap+a;+ay =1
p(0) =a =0
—> ag+ay = 1, aber keine eindeutige Losung.

b) Ansatz:

p(z) = ap+ ayx + ay 2* + az 2°

" p(r) = a1 +2ayx+3azx®, p'(z) = 2as+6azx
4 Bestimmungsgleichungen:
p(_l) = ap—a;+a —ag = 1
) =ay+a+ar+az =1
p'(0) =a; =0
)

= 2ay = ¢ N
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p(=1) = a—ar+a—az =1
p(l) = ap+a;+as+ag =1
p'(0) =a; =0

p"(0) = 2ay = ¢

= 1+ ‘ (352 — 1) eindeutig

Quadratisches Polynom, gerade (beachte Symmetrie in der Angabe).

Verhalten fiir c=1,¢c=2,¢c=5:

1

0.5

-0.5

— ¢c=0...p(x) =1
— ¢>0: p(z) konkav, nicht konvex

— (Vage) ‘physikalische’ Interpretation von ¢ > 0:
Z.B. Dichte, spezifisches Gewicht eines (elastisch dehnbaren) Seiles.

Anmerkung: Ein héngendes Seil wird nur bei kleiner Auslenkung
(ndherungsweise) durch eine Parabel beschrieben. Die richtige Auslenkung
folgt einer cosh - Kurve (‘Kettenlinie’).

]
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Gegeben sei die Funktion f: (—1,1) —» R,
f(z) = x+In(1 — 2%

Fiithren Sie fiir diese Funktion eine moglichst komplette Kurvendiskussion
durch, plus Skizze.

Qualitative Argumentation anhand einer Skizze [Tafel| des Verhaltens von f:

e Asymptotisches Verhalten von f:
lim f(x)=—o0, lim f(z)=—o0

r— —1+ z—1-
e Nullstelle von f: xy =0, und — 77 (siche unten)

e 1.und 2. Ableitung f’, f”:

4 23 ot 423 -1 422 (2* + 3)
! — ]_— — " = —
— Asymptotisches Verhalten von f’:
lim f'(z) = +oo, lim f'(z) = —o0

r——1+ 1
= 3 Nullstelle von f" in (—1,1)
- f(0)=1>0 =
= f(x) > 0 auf einem Intervall (0, d) rechts von 0

= 3 zweite Nullstelle z; von f in (0,1). Wert: z; ~ 0.874
und: 3 lokale Maximalstelle x5 von f in (0, z1)

und: A Nullstelle von f’ in (—1,0)
e Nullstellen von f':
4422 -1 =0 ~ 29 ~ 0.601 lokale Maximalstelle
(Die beiden anderen Nullstellen von f’ sind konjugiert komplex.)
e Untersuchung der Stelle o = 0: Rechnung ergibt
710y = f"(0)=0, fV(0)=-24<0
= f ist ‘fast geradlinig’ aber konkav in der Ndhe von zy = 0.

Anmerkung: Die Gleichung f”(0) = 0 hat nur eine reelle Losung xy = 0.
—> f hat keine Wendepunkte. o




7/2




UE 7 / Aufgabe 8

Sei W(-) die in UE 3, Aufgabe 8 eingefithrte Funktion (die sogenannte
Lambert W - Funktion). Schreiben Sie ein kleines Computerprogramm bzw. ver-
wenden Sie den Taschenrechner, um x = W (y) fiir gegebenes y > 0 mit Hilfe
des Newton-Verfahrens numerisch zu approximieren.

Verwenden Sie dies, um W (1) zu bestimmen. Wéhlen Sie als Startndherung
zo = 0.5 (0.5e"° ~ 0.82 ist relativ nahe an 1). Beobachten Sie den Verlauf der
Dezimalstellen der einzelnen Iterierten und das Residuum, um die Konvergenz
zu beurteilen.

e Gleichung: f(x) =1, mit
flz) = xe”, fl(x) = (1+x)e"
e Newton-Iteration:

flzi) — 1

Tivl — Xf — —F7 <, i:0,1,2,...

J' (i)
e Rechnung in double-Arithmetik (Werte z;, Residuen r; = f(x;) — 1):

x0 = 0.5 000000000000000 r0 = -1.76e-01
x1 = 0.5 710204398084223 rl = 1.07e-02
x2 = 0.5671 555687441145 r2 = 3.39e-05
x3 = 0.567143290 5332610 r3 = 3.41e-10
x4 = 0.5671432904097839 r4 = 0.00e+00

auf 16 Dezimalstellen genau

Lambert W - Funktion:

0.8

0.6

0.4

0.2
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Sei z* die exakte Losung einer Gleichung f(x) = 0, d.h., 2* = (0), wobei
¢ = f~1 die (lokale) Umkehrfunktion von f bezeichnet.

a) Die Newton-Iteration x; — x;4; zur Approximation von x* basiert auf
Linearisierung von f an den Stellen z = z;, d.h., man ersetzt f durch
ihre Tangente an der Stelle (z;, f(z;)) und bestimmt den Schnittpunkt z;;
dieser Tangente mit der x - Achse.

Man kann dies auch so deuten: Linearisiert man die Umkehrfunktion ¢(y)
an der Stelle y; = f(x;), so erhélt man

p(y) =~ e(yi) + ¢ (Wi ly — i)
also: 2" =¢(0) & ¢(y:) + @' (4)(—y) = zin
Verwenden Sie die Rechenregel 9.10 (Ableitung der Umkehrfunktion), um

zu zeigen, dass das so definierte x;,q tatsdchlich mit dem Ergebnis des
Newton-Schrittes x; — x;,1 identisch ist.

b) (*) Die letztere Denkweise erlaubt es, ein verbessertes Newton-Verfahren
zu konstruieren. Man approximiert ¢(y) durch ein Taylorpolynom hoheren
Grades (siehe Satz 10.1), z.B. zweiten Grades:

o) ~ o) + ¢ ) — 1) + 5 ¢ W)y — )’
so "= p(0) & ply) + ) (—w) + 5 @) = e

Dann stellt x;.1 einen verbesserten Naherungswert dar.

Zeigen Sie, dass dies auf das verbesserte Newton-Verfahren in folgender

Gestalt fiithrt:
CS@) (L f() f(%)
7w <1 2 F@) )

c) Wenden Sie dieses verbesserte Newton-Verfahren auf das Beispiel von
Aufgabe 8 an und vergleichen Sie.

Tiv1 = Ty

a) yi = f(xi), ¢(yi) = i, und #lu) = f’(la:')

Ableitung der Umkehrfunktion

PN {C2),
R e
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b) (Erste und) zweite Ableitung der Umkehrfunktion ¢ := f~1: Aus

v = p(f(r))
folgt
L= Lo(t) = dU@) @) = Hf) = —
~ 4z V) = e )T T
und weiter
0= 1 elf@) = o (¢ F2)
= &"(f(2) f'(@)* + &' (f(x)) ' ()
I/ x / 2 f//(x>
= ¢"(f(2)) f'(x)" + ()
=
PPN €D
~» verbessertes Newton-Verfahren:
riv1 = i) — & (i) yi + %w”(yz-) y;

f(z;) 1 f”(l‘i)

) 2 f()?

S (), 1) )
- f®00+2 ﬂ@?) ‘

flz)?

c) Rechnung in double precision:

x0 = 0.5 000000000000000 r0 = -1.76e-01
x1 = 0.56 68171874162708 rl = -9.01e-04
x2 = 0.567143290 3763937 r2 = -9.23e-11
x3 = 0.5671432904097838 r3 = 0.00e+00

auf 16 Dezimalstellen genau
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(*) Betrachten Sie die Riemann-Summe

N
R f)::hZf(xi), wobei h:%, r;=1ih,

fiir eine stetige Funktion f: [0, 1] — R. Laut Definition des Riemann-Integrals
1

gilt I(f) = / flz)de = %imo Ry (f). Falls das Integral formelméfig nicht
%

0
berechenbar ist, kann man Rj(f) fiir h > 0 als numerische Approximation
verwenden (‘Rechteckregel’).

Im Folgenden betrachten wir zur Ubung nur die einfache Funktion f(z) = 2.

a) Berechnen Sie I(f), indem Sie den Grenzwert }}lmb Ry,(f) bestimmen.
—

Hinweis/Anmerkung: Es gilt Z @ = LIN?(N+1)% wie man mittels

vollstandiger Induktlon nachwelst Sle konnen dies auch als Teleskopsumme
auffassen, indem Sie ¢* in der Form (2 (i +1)* — (i — 1)*4?) schreiben. Die
Teleskopsumme ist das diskrete Analogon zu der Formel

I(f)z/olx?’dx:/()l%(x;) dx:i.

b) Geben Sie fiir den Fehler |R;(f) — I(f)| eine Abschitzung in Abhéngigkeit
von h an. Wie schnell geht der Fehler gegen O fiir h — 07

c) Wie b), jedoch fiir die ‘Trapezregel’ [Skizze]

N
Ti(f)=hY f(xi‘l);f(xi), mit h= . m—ih.

a) Riemann-Summe fiir f(z) =2°, N — oo (h—0):

N N 7:3 1 N
_ 3 _ _ -3
Balf) = hd ot = h) 55 = a2
i=1 i=1 i=1
11, , 1 1\ 1,

b) Fehler in Abhéngigkeit von h = 1/N:

Ru(f) - I(f) = % (1+ % + %) = %/ -~ g L O fir h—0
H
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c) Trapezsumme Tj,(f) ist arithmetisches Mittel einer ‘linken’ und einer
‘rechten’ Riemann-Summe (letztere ist dieselbe wie unter a)):

1) = 3 (BN +RD) = 5 (X )+ Y f(w)

Fir f(z)=2?
N—-1 N .
h i i
T =5 (X m+ > )
i=0 i=1
1 1 1
= o (NN 4 S NP (N+1)?)
2N*4 (4 ( ) i 4 (N+1)
A 1 1 1
gNZOV2UJ+1D-—Z(1+Rﬁ>—>ZimfN—wm
Fehler in Abhéngigkeit von h = 1/N:
1 1 h?
-1 = L L) -1 ="
n(f) (f) 1 1+N2 g lur h—0
. Fehler geht schneller gegen 0 als fiir Rp,(f).




