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Teil 1. Beispiele
1 Einfiihrung

1.1 Awussagenlogik
1.1.1

Zeigen Sie, dass
(A= B) & (mAV D)

eine Tautologie ist.

1.1.2

Verifizieren Sie mittels einer Wahrheitstafel die folgenden Aquivalenzen
(AN B) < (-A)V (—B), —(AV B) <= (-A) A (—B)

AV(BAC) & (AVB)A(AVC), AAN(BVC) <= (ANB)V(AAC)

1.1.3

Im Reisebiiro schildert ein Kunde seine Wiinsche fiir eine Urlaubsreise: "Wenn der
Urlaubsort am Meer liegt, dann diirfen auf keinen Fall Berge in der Néhe sein. An
einem Urlaubsort ohne Meer und ohne Berge muss sich unbedingt ein Schwimmbad
befinden. Und noch etwas: Wenn es dort kein Meer und kein Schwimmbad gibt,
dann geht es nicht ohne Berge!”

Verstandlicherweise ist der Angestellte des Reisebiiros etwas verwirrt. Helfen Sie
ihm, indem Sie die Wiinsche des Kunden als Aussageform darstellen und diese ver-
einfachen.

1.2 Vollstindige Induktion
1.2.1

Berechnen Sie die folgende Summe und beweisen Sie das Ergebnis mittels vollstén-
diger Induktion fiir alle n € IN:

n

> (2i-1)

j=1



1.2.2

Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion fiir n > 4:

n2<2n

1.2.3

Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion:

Zj % (2n% +3n + 1) Vn >1

1.24

Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion fiir alle n € IN:

Zj _( n+1))

1.2.5
Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion:
“ k 2
PR .

2k 2n
k=1

1.2.6

Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion:

1.2.7

Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion fiir alle n € IN :

2n+1

(1+:z:)(1+x2)(1—|—x4)~~(1+x2n):W T #+1,—-1



1.2.8

Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion:

(1—|—a1)(1+a2)--~(1+an)>1+Zai a; >0, n=2,3,---

i=1
1.2.9

Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion:
271
k=2

1.2.10

> Vn > 1

|3

| =

Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion Vn € IN:

1+z)">14+nx 2>-1

1.2.11
Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion:
" /n
— o
> (3)
k=0

1.2.12

Leiten Sie die Anzahl der Diagonalen im n-Eck mittels vollstindiger Induktion ab.

1.2.13

Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion:

-~ 1 n
Z = Vn € IN
~k(k+1) n+1

1.2.14
Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion:

(2n)! < 4™(n!)? Vn € N



1.3 Rekursive Definition
1.3.1
Es sei 1 = 1 und 2,1 = /1 + 2, . Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion:

Ty < Tn+1

1.3.2
g(n) sei rekursiv definiert durch
g(n)?
1) =1, ntl)=-2"2
o(1) oln+1) = 20
Beweisen Sie mittels vollstédndiger Induktion, dass g(n) > 0 fiir alle n > 1 und
berechnen Sie g(n) fiir n < 5.
1.3.3

Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert durch: vy = 1, vy = 2 und ugy =
Ug_1 + Ug.
Zeigen Sie mittels vollstiandiger Induktion, dass u,, < (7/4)" gilt.

1.4 Geometrische Summenformel und binomischer Lehrsatz
1.4.1
Beweisen Sie mit Hilfe der geometrischen Summenformel:

" . . 1-(1—a?)"
Z(l—x)l(lm)lz{ o v

— n+1, x=0
Werten Sie beide Seiten der Gleichung fiir n =4, x = 2 aus.

1.4.2
Berechnen Sie mit Hilfe der geometrischen Summenformel:

n

a) Zz b) Zg—j ) Y (1—2)(l+a)

=0



1.4.3

Berechnen Sie:
(G — ()] G2
(0" = () (o)

1.4.4

Beniitzen Sie den binomischen Lehrsatz, um den Koeffizienten von 2%y” in (22— 3y)*°
beziehungsweise den Koeffizienten von z%y? in (a*z + 5by + 3aby)* zu bestimmen.

1.4.5

Berechnen Sie mittels des binomischen Lehrsatzes folgende Summen:

n

0 (e w3 ()

c>§gﬂ> <ﬂ§@ym

1.4.6

Berechnen Sie

a) Zn: k (Z) Hinweis: & (Z) —n (Z - 1)

~ 1 (n o 1 (n\ 1 (n+1
b) Zk+1(k> Hinwels: k;+1<k)_n+1(k+1)

1.4.7

Bestimmen Sie den Koeffizienten von a®0°c” in der Entwicklung von
(a—b—c)".

1.4.8
Zeigen Sie, dass Vn € N gilt

n

Hinweis: Schitzen Sie die Summe nach oben durch eine geometrische Summe ab.

9



2 Grundlagen der Mengenlehre

2.1 Mengenoperationen
2.1.1

Zeigen Sie, dass fiir alle Mengen A, B, C gilt:

a) (AxB)N(Bx A)=(ANDB)x(BNA)

b) Ax B=BxA <& (A=DB)oder (A={}) oder (B=1{})
c) Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC)

2.1.2

Zeigen Sie: a) AU(ANB)=A b) AN(AUuB)=A

2.1.3

Seien A, B, C' Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:

a) (A—-B)U(B—A)=AUB—-ANB

b) (AUB)x C=(AUC) x (BUC)

¢c) A\ (B\C)=(A\B)U(ANBNC)=A\(BnNQC)
d) (A\B)nC =A\ (BNC)

2.1.4

Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

a) ACB
b) ANB=A
c) AUB=1B

d) A\(A\B)=A

Hinweis: Zwei Aussagen sind dquivalent, wenn die eine aus der anderen folgt und
umgekehrt.

2.1.5

Seien A und B Teilmengen einer Grundmenge M. Zeigen Sie:
a) ACB < A\B={}
b)ACBY < AnB={}

10



2.1.6

Beweisen Sie die De Morganschen Regeln.

2.1.7
Gegeben seien folgende Mengen in der Grundmenge R*:

A={(z,y): 2® +y* <16} B ={(z,y): (x—5)"+y* <25}
Skizzieren Sie folgende Mengen:

ANB AUB A\B B\A AY BY (AnB)° A°UBY (AUB)Y A“NB¢

2.1.8

Gegeben seien folgende Teilmengen der Grundmenge IN:
A={ne€N: nist durch 3 teilbar} B ={n € N : nist durch 2 teilbar}
Bilden Sie die folgenden Mengen:

A B AnB A\B B\A AxB BxA AUB

2.1.9

Untersuchen Sie, ob die folgenden Aussagen fiir alle Mengen A, B, C' gelten:
a) A\(B\C)=(A\B)\C

) A\N(BNC)=(A\B)N(A\C)

) AxB=BxA

) (AxB)N(BxA)=(ANB)x(ANB)

a0 o

2.2 Abbildungen und Aquivalenz von Mengen
2.2.1

Gegeben sind die Funktionen

' [ nm/2, nm gerade
a) fINXIN—=Z f(n,m)—{ —(nm+1)/2, nm ungerade
b) f:Q—=IN  f(p/q) =|p|+ |q| wenn |p|, |q| teilerfremd sind

¢c) f:IN—-N f(n)=n+1

11



Untersuchen Sie die Funktionen hinsichtlich der Begriffe injektiv, surjektiv und bi-
jektiv.

2.2.2

Welche der folgenden Abbildungen ist injektiv, surjektiv, bijektiv? Geben Sie im
Fall der Bijektivitiat die inverse Abbildung an:

a) f:IN—IN r— 3r+1
b) f:Z — 7 r—3r+1
c) [:Q—Q xr—3r+1
d)f:R-R 2—3zr+1

2.2.3

Welche der folgenden Funktionen f : D — B sind injektiv, surjektiv, bijektiv? Wie
muss man den Definitionsbereich D gegenbenenfalls einschrinken, damit f injektiv
wird? Wie muss man allenfalls den Bildbereich B verdndern, damit f surjektiv wird?
Bestimmen Sie weiters die Umkehrfunktionen der durch geeignete Einschrankungen
hervorgehenden bijektiven Funktionen:

a) D={reR:z#1} B=R  f(z)=32

b) D=B=R  f(x)=2"|z|

2.24

Fiir eine endliche Menge A definieren wir die Méachtigkeit | A| := Anzahl der Elemente
von A.

a) Zeigen Sie, dass fiir beliebig endliche Mengen A, B, C gilt:
JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|AnB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|

b) Zeigen Sie |P(A)| = 24l fiir jede endliche Menge A, wobei P(A) ist Potenz-
menge (Menge aller Teilmengen) von A ist.

12



2.2.5
Die Mengen A, B seien abzdhlbar. Zeigen Sie, dass
1. A x B abzéhlbar ist.

(Wiederholen Sie den Beweis, dass die rationalen Zahlen abz&hlbar sind.)

2. AU B abzahlbar ist.

2.2.6

Beweisen Sie:

1. Die Menge der algebraischen irrationalen Zahlen ist abzéhlbar.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Menge der Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten abzdhlbar ist. Verwenden Sie weiters den Hauptsatz der Alge-
bra: Jedes Polynom n-ten Grades (mit reellen Koeffizienten) hat hochstens n
verschiedene reelle Nullstellen.

2. Die Menge der transzendenten Zahlen ist nicht abzahlbar.

2.2.7

Uberpriifen Sie, ob folgende Mengen abzihlbar sind:

M ={(o,j): a€{A,B,C,---Z}, j € N} N={(m,n): meZ, n €N, |m|>n}

2.2.8

1. Zeigen Sie, dass die Menge M; = {x € R : 0 < z < 2} dquivalent zur Menge
My ={z € R:xz>2} ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = g, die Menge M; bijektiv auf
M, abbildet.

2. Zeigen Sie, dass die Mengen (—2,2) und R~ = {z € R : x < 0} dquivalent
sind.

Hinweis: £t2

z—2

13



3 Die reellen Zahlen

3.1 Die Betragsfunktion

3.1.1

Zeigen Sie: x| <[y| = |y—az|+|z+y|=2[yl

3.1.2

Bestimmen Sie alle reellen Zahlen x, die die nachstehenden Ungleichungen erfiillen:
a) |lr— 1| < |z +4 b) |z —4| <2z +3

3.1.3

Bestimmen Sie x € R, die die nachstehenden Ungleichungen erfiillen:

a)x+ |x—2| =1+ |z b) |z =3+ |x—1] <4

3.14

Bestimmen Sie alle reellen Zahlen x, die die nachstehenden Ungleichungen erfiillen:
a) |z — 2| < |z + 5| b) Eat < 1

3.2 Mengen von reellen Zahlen
3.2.1

Sei 0A = {Randpunkte von A}. Zeigen Sie: 0A ist eine abgeschlossene Menge.

3.2.2

Zeigen Sie: Das Komplement einer abgeschlossenen Menge ist offen.

3.2.3
Bestimmen Sie OR, 0Q, 0Z als Teilmengen von IR.

3.2.4

Zeigen Sie:

inf(A+ B) >inf A+inf B mit A+B:={zx+y|zxeAyc B}

14



Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass inf(A — B) > inf A — inf B im allgemeinen
nicht gilt.
3.2.5

Beweisen Sie, dass sup(A + B) < sup(A) + sup(B) gilt.
Gilt auch sup(A — B) < sup(A) — sup(B)?

Bemerkung: Falls Sie meinen, dass dies nicht zutrifft, finden Sie ein Gegenbeispiel.

3.2.6

Ermitteln Sie fiir die Mengen A, B, C' alle inneren Punkte, Randpunkte, isolierten
Punkte, Haufungspunkte sowie Supremum und Infimum:

A=(0,1)uU(1,2) B ={r € R|z? < 3} C=Qn(0,1)

3.2.7

Fiir die nachstehenden Teilmengen A, B, C reeller Zahlen finden Sie alle Randpunk-
te, isolierten Punkte, Maximum, Minimum (falls vorhanden), Supremum und Infi-
mum. Welche der vorliegenden Mengen sind beschriankt?

A:=QnN(0,2) B := {z|z® — 2z = 0} C:={1,1.1,1.11,1.111,--- }.
3.2.8

Konstruieren Sie eine Teilmenge der reellen Zahlen mit abzdhlbar vielen isolierten
Punkten und folgenden Eigenschaften: Maximum bei 1, Infimum, aber kein Mini-
mum bei 0, ein Hiufungspunkt bei %

4 Zahlenfolgen

4.1 Grenzwerte
4.1.1
Untersuchen Sie die Monotonie der Folgen:

1 n!
2n —\/n )

Zeigen Sie weiters, dass a, und b,, Nullfolgen sind.

a) Qn ﬁ

15



4.1.2

Die Folge {a,} habe den Grenzwert lim,,_,, a, = a . Zeigen Sie:

n

lim E (ar, — agy1) = a1 —a

4.1.3
Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen

1 on3 1
) an = D=ty "

und bestimmen Sie fiir jede Folge ein N, so dass gilt:

1
ST ’ — >N
a im ay <1O Vn >

k—o00

4.1.4

Zeigen sie, dass die folgenden Folgen Nullfolgen sind (auch mit Einschliefungsprin-
zip):

2 1 1000n + 30020
2 an = VT - VR b) b, — ™ 1000m + 300

2n3 — 1005
4.1.5
Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen:
n+2 n?
a) an = (— —) ) yr p——

und bestimmen Sie fiir jede Folge ein IV, sodass gilt

a, — lim ay
k—o00

1
- > N.
<1O Vn > N

4.1.6

Berechnen Sie die Grenzwerte von

1 1
It b) b, = i sin(2n?)

a) a, = (—1) > -

und geben Sie zu jedem £ > 0 ein geeignetes N () an.

16



4.1.7

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

1 2
a)anzﬁ—kﬁ—l—---—i—% b) b, =/n+vn—+vn

4.1.8
Die EULER-MASCHERONISCHE ZAHL ist definiert als

n—oo

1 1
c¢:= lim (1+—+~~—|———lnn) .
2 n

Mit Hilfe dieser Zahl berechne man den Limes der Folge

1 1 1
an = + +ot
n+1 n-+2 n+n

nachdem Voruntersuchungen (Monotonie etc.) durchgefiihrt wurden.

4.1.9

Zeigen Sie:
lim ¥Vn=1
n—oo

Hinweis: Verwenden Sie n = [1 + ({/n — 1)]™, wenden Sie auf die rechte Seite den
binomischen Lehrsatz an und schétzen Sie geeignet ab.

4.1.10

Zeigen Sie:

|
lim » o =e
k=0

Hinweis: Fiir k£ < n gilt (siehe Vorlesung):

1\" 1 1 1 1 2 k—1
I+—) >1+l4+=(1—==)+ 4= (1-=)(1==] (1=
() s (=3) e (20) (-0~ (-5

Lassen Sie n gegen unendlich gehen und wenden Sie das Vergleichskriterium an.

17



4.1.11

Beweisen Sie mittels lim,, .., /7 = 1 und dem EinschlieBungsprinzip:

lim vn?2 —3n+4=1

n—oo

4.1.12
Berechnen Sie:

li 1 LY
Jm (15

. . . . n
Hinweis: Benutzen Sie: lim,_,» (1 — )" =1

4.2 Rekursiv definierte Folgen
4.2.1

Berechen Sie fiir die rekursiv definierte Folge x,, rationaler Zahlen die ersten drei
Glieder:

> (=)
*170:2 Tn+1 = 3 Ty + —

4.2.2

In der Ebene wird eine Folge von Punkten (x,,y,) rekursiv konstruiert:

(o) = (1L0)  (Twsrsgs) = (%( “). ot yn>)

Bestimmen Sie (z,,y,) fir n = 1,2,3,4,5 (Skizze in der Ebene).

4.2.3

Berechnen Sie die ersten 6 Glieder der rekursiv definierten Folge:

4.2.4
Zeigen Sie mit dem EinschlieRungsprinzip, dass {a,} eine Nullfolge ist:

n3 + 6n + 2

o S——— I >0
2n3+7n+4a o

Apy1 =

18



4.2.5

Eine Folge sei durch a,1 =3 — al, ag = b rekursiv definiert.

a) Die Annahme lim,, . a, = a fiihrt auf eine Gleichung fiir a, indem man in der
Rekursion den Grenziibergang n — oo durchfiihrt. Die Losungen dieser Gleichung
sind die moglichen Grenzwerte.

b) Zeigen Sie mit vollsténdiger Induktion, dass a, > 2 .

c) Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass die Folge monoton fallend ist.

d) Konvergiert die Folge? Wenn ja, was ist ihr Grenzwert?

4.2.6
Zeigen Sie mit der Methodik des vorhergehenden Beispiels, dass die durch

1
an+1:ai+1 ag =0

definierte Folge konvergiert. Berechnen Sie ihren Grenzwert.

4.3 Uneigentliche Grenzwerte

4.3.1

Geben Sie Beispiele von Folgen {x,, }, {y,}, {z.} an, fiir die lim,,_, o, ,, = lim,, o0 Y, =
00, lim,, . 2z, = 0 gilt und

a) limy, oo (T — Yn) = +00

b) limy, oo (Tn — yn) =1

¢) limy, oo (y — yp) = —00
d) lim,, o0 T2, = 1

e) limy, oo Tp2, = —1

) lim,, 00 Tp2n, = +00

4.4 Theoretische Beispiele
4.4.1

Geben Sie eine prazise Formulierung der folgenden Aussagen:
a) Die Folge {a,} konvergiert nicht gegen a € R .
b) Die Folge {a,} konvergiert nicht .

Hinweis: Verwenden Sie dazu ¢, N(¢),V, 3, .......
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4.4.2

Zeigen Sie:

a) Eine Folge {a,} konvergiert genau dann gegen z, wenn jede Teilfolge von {a,}
gegen = konvergiert.

b) Eine Folge {a,} konvergiert genau dann gegen z, wenn jede Teilfolge {a,, } von
{a,} eine konvergente Teilfolge {@nk].} besitzt, die gegen x konvergiert.

5 Reihen mit konstanten Gliedern

5.1 Grenzwerte
5.1.1

Berechnen Sie:

G 1
Z( 3n+ 1)( 3n+4) +n(n+1)(n+2)>

n=1

5.1.2

Es sei die alternierende Reihe ) ;- 1 ) gegeben. Wie viele Reihenglieder muss
man summieren, um einen Reihenrest klelner als € zu erhalten?

5.1.3
Berechen Sie die Summe: >~ | m
5.1.4

1

Berechnen Sie die Summe: Y7 | —5—

5.1.5

(=D)"(2n+1)

Berechnen Sie die Summe: >~ | (1)

5.1.6

. 2
Berechnen Sie: > &5

Hinweis: Geometrische Reihe und deren Ableitung.
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5.2 Konvergenz, Divergenz

5.2.1

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf absolute Konvergenz bzw.

a) Yol s b) Yoy (=) s

5.2.2

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf absolute Konvergenz bzw.

[e's) —1)tip (%) n n
a) Yoo B b) S0 (1) (3 + 1)

5.2.3

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf absolute Konvergenz bzw.

a) Yoo nl(E)" b) >, \/ﬁ

5.2.4

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf absolute Konvergenz bzw.

) Y (Vi l—yn) by, L

5.2.5

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf absolute Konvergenz bzw.
a) Doy —mr b)Y @D

5.2.6

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf absolute Konvergenz bzw.

a) Zoo 1-3--(2n+3) b) Zoo (nh)?

n=1 n! n=1 (2n)!

5.2.7

Untersuchen Sie folgende Reihe auf Konvergenz:

> ()

n=1
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5.2.8

oo (4n+1)®

Verwenden Sie das Vergleichskriterium, um das Konvergenzverhalten von > >, ©En213n TP

fiir a, § € @ zu untersuchen.

5.2.9

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
nnn2
a) Zn:l n'(%)n b) Zn:l (72L+1)”2

5.2.10

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

a) ZZL ;LL_T'L b) ZZO:Q #
5.2.11

Untersuchen Sie folgende Reihe auf Konvergenz:

= Lon?—4
;<_1) n?(n —2)

5.2.12

Zeigen Sie, dass die Reihe

= (1)
2

n=1

konvergiert. Zeigen Sie, dass die Reihe nicht absolut konvergiert, indem Sie eine
Umordnung der Reihe angeben, die divergiert.

5.2.13

Untersuchen Sie die Reihe Y >°  wu,, auf Konvergenz:

un = (2= VE)(2 = 6) -+ (2~ o)

Hinweis: ¢ < (1 — )"



5.2.14

Untersuchen Sie die Reihe >~ | - auf Konvergenz. Dabei ist u,, die n-te Fibonacci-
Zahl.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst u, > (5/4)" fiir alle n > 2.

5.2.15

Zeigen Sie, dass die Reihe
s cos(2k — 1)z
2 7 Z (2k —1)?

fiir x € R konvergiert.

Plotten Sie (mittels Taschenrechner oder PC) fiir n = 0,1,2,3,4 die Graphen der
Partialsummen s, (z), x € [—2m, 37].

Hinweis:

T 4 4 (cosz cos3zx
2 T T

T T
SO(IE):§ s1(z) = = — —cosx 32(35)25__< > +T

Bemerkung: Die Reihe ist die Fourierreihe der 2m-periodischen Fortsetzung der
Funktion f(z) = |z|, x € [7, 7], d.h. es gilt:

COS Qk: — 1
5.3 Cauchyprodukt
5.3.1
Gegeben sind > 7 (g und > 7 ¢b mit 1| < 1, |g2] < 1, ¢ # go. Bilden Sie die
Cauchysche Produktreihe und berechnen Sie deren Summe.
5.3.2

Untersuchen Sie fiir z € IR die Reihe ZOOZO :’3—7: auf absolute Konvergenz und bilden

Sie die Cauchysche Produktreihe Y £ 3> % Werten Sie die Produktreihe
fiir x =1 und y = —1 aus.
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5.3.3

Berechnen Sie das Cauchyprodukt:

po5e) (o5)

Interpretieren Sie das Ergebnis in Hinblick auf die Konvergenz der auftretenden
Reihen.

Hinweis: 1) Dem ersten Faktor entspricht die Reihe Y~ a) mit ag = 3, ax = 3%,
k > 1, analog fiir den zweiten Faktor.

2) Zeigen Sie, dass fiir das Cauchyprodukt >~ ¢, gilt ¢g = —6, ¢, =0, n > 1.

6 Reelle Funktionen

6.1 Beschrinktheit, Definitionsbereich
6.1.1

Sei f(z) = vz +2 und g(z) = 1. Suchen Sie jeweils den maximalen Definitionsbe-
reich von f und g, sodass f o g bzw. g o f definiert sind und bestimmen Sie f o g
und g o f. Existiert eine Umkehrfunktion fiir f o g7 Wenn ja berechnen Sie diese.

6.1.2

Gegeben sind die Funktionen
1

x € [n,n+ 1) n gerade

x sonst
b) f:[0,1] = IR, f(:r)Z{SL ;z?ﬁ,l]neﬂ\l.
c) f:]0,1] = R, f(fﬁ):{g i:?ﬁ,l]nem.

Skizzieren Sie die Graphen von f und klassifizieren Sie die Funktionen hinsichtlich
der Begriffe nach unten und oben beschrankt bzw. beschriankt. Wo ist f stetig bzw.
unstetig und von welcher Art sind die Unstetigkeitsstellen? Im Fall von Sprungstellen
berechnen Sie die einseitigen Grenzwerte.
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6.2 Stetigkeit
6.2.1

. . . . . 3 - .
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f(z) = z?,/ 3 » skizzieren

Sie den Funktionsverlauf und untersuchen Sie die Stetigkeit. Bestimmen Sie zu € > 0
ein 0 > 0 sodass |f(x) — f(0)| <&, wenn 0 < z < § gilt.

6.2.2
(1 x <0
- 0<z<2r
1 xr =27
flz) = T =21 2m <z <Amw
0 dr <z <67
\—z_lﬁﬂ T > 671

Diskutieren Sie das Stetigkeitsverhalten von f, klassifizieren Sie die Unstetigkeiten
und skizzieren Sie den Graphen.

6.2.3

Wo sind die folgenden Funktionen stetig bzw. unstetig und von welcher Art sind
die Unstetigkeitsstellen? Im Fall von Sprungstellen berechnen Sie die einseitigen
Grenzwerte. Skizzieren Sie die Graphen von f.

r—1 x<0
< 0 r<—1
D fay = YT 0Tl =l i<
2 xr=1 -z
L 0 r>1
o x>1
6.2.4
1 r<—1 . _
1 —1<xz<0 ) =
v x*—4x+3 1 9
a) flz)=¢ ¥ o0<z<1 b) fla)={ ii(l)x% T 7
22 . 3 r =2
-1 x>1
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6.2.5

Lze(t IneN
) f<x>={g m:% 2

% IE(Zn{H,%]HE]N
b) fl@)=1{ n re(l.glneN

0 =0

6.2.6

Beweisen Sie mit Hilfe der ¢, —Definition der Stetigkeit, dass die Funktion f(z) =
2
2;31 an der Stelle xq = 0 stetig ist. Bestimmen Sie ein ¢ fiir € = 1—10.

6.2.7
Sei

r ze€@Q
f(x):{ l—2 z€eR\@Q

Zeigen Sie, dass f nur an x = 3 stetig ist, und dass f das Intervall [0, 1] bijektiv auf
sich selbst abbildet.

6.2.8

Bestimmen Sie die Punkte a € R an denen die folgende Funktion stetig ist:

0 fir xr € Q

fiR =R, 'T'_}{x firr e R\ Q

6.2.9

Finden Sie den maximalen Definitionsbereich von f, g, f o g, g o f, diskutieren Sie
die Stetigkeit, und fertigen Sie Skizzen der Funktionsgraphen an. Falls f o g eine
Umkehrfunktion besitzt, berechnen Sie diese: f(z) = 2z —3, g(z) = 1= .

6.2.10

Zeigen Sie mit Hilfe der Limesdefinition die Stetigkeit der Funktionen 2" und fn fiir
x # 0.

26



6.2.11
Berechnen Sie lim, (v + a — \/z) fiir a € R.

6.2.12
Berechnen Sie lim,_,..(\/(x + a)(z + b) — z) fiir a,b € R.

6.2.13

Wo sind die folgende Funktionen stetig bzw. unstetig und welche Art von Unstetig-
keiten besitzen sie 7

/@) = (@ =5 6en@)*  Of@)=z-[]  f@) =]+ [-a]
N e

6.2.14

Zeigen Sie: Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R mit f([a,b]) C [a, V] existiert ein
¢ € [a,b] mit f(¢) = C.

6.2.15

Die Funktion f :[0,00) — IR sei stetig und es gelte lim, ,~, f(z) = 0. Zeigen Sie,
dass f beschriankt ist.

6.3 Gleichmifige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit
6.3.1

Zeigen Sie mittels der €, 0—Definition, dass fiir alle a € R die Funktion f : R — IR
gegeben durch f(z) = oz auf R gleichméfig stetig ist. Geben Sie fiir a = 5 und
£ = 107* ein entsprechendes ¢ an und fertigen Sie eine Skizze an!

6.3.2

Essei f(z) = x2+2§2_ﬁa5:é2+a2). Fiir welche x € R ist f definiert? Es sei D die Menge
dieser x, wo f definiert ist. Ist f auf D stetig? (Falls ja, warum?). Fiir welchen Wert

von a ist f gleichméfig stetig? Fiir welche a besitzt f nur hebbare Unstetigkeiten?

27



6.3.3

Bestimmen Sie zu € = 1073 ein ¢ so, dass die Funktion f(x) = 2* — 3 im Intervall
[—5, 5] die €, §— Definition der gleichméfigen Stetigkeit erfiillt und skizzieren Sie den
Graphen.

6.3.4

Es sei f(x) = m. Untersuchen Sie die Funktion f : IR — IR auf gleichmafige
Stetigkeit. Bestimmen Sie sup(f),inf(f), max(f), min(f), soweit vorhanden. Geben
Sie alle x an, fiir welche der Zwischenwert w mit inf(f) < w < sup(f) angenommen
wird und skizzieren Sie den Graphen.

6.3.5
Ist die Funktion f:(0,1) = R, f(x) = a* Sin(%) gleichmakig stetig?

6.3.6

a) Beweisen Sie mit Hilfe der e, d—Definition, dass die Funktion f(xz) = /z im
Intervall [0, 1] gleichmiifig stetig ist.

b) Beweisen Sie, dass f(z) = v/« im Intervall [0, 1] nicht Lipschitz-stetig ist.

c) Beweisen Sie, dass f(z) = \/z in jedem Intervall [zo,z1], 0 < 2o < 1 Lipschitz-
stetig ist, indem Sie eine Lipschitzkonstante explizit angeben.

6.3.7

Gegeben sei die Funktion f : IR - R f(z) = H% Skizzieren Sie den Graphen von
f. Auf welchen Teilmengen von R ist f monoton (Beweis)? Zeigen Sie, dass f auf

IR Lipschitz-stetig ist und bestimmen Sie die Lipschitzkonstante.

6.4 Nullstellen
6.4.1

a) Beweisen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Funktion f(z) = 2% +

2z — 1 eine Nullstelle ¢ im Intervall [0, 1] hat.

b) Beweisen Sie mit Hilfe einer Monotonieiiberlegung, dass die Funktion f genau
eine Nullstelle xq in [0, 1] hat.
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6.4.2

Berechnen Sie Naherungen fiir eine Nullstelle der Funktion f aus Beispiel 6.4.1 mit
Hilfe der Halbierungsmethode:

ap = 0, bo = 1,

a1 =0, b= % wenn f(

alzé, by = 1 wenn f(

) =0,
) <0,

NN |

Air1 = Gy, bi+1 = ai;rbi wenn f(ai;rbi) Z 0
ai+b;

aip1 = 4“5, biy1 = b; wenn f(ai;rbi) <0.

7 Polynome und algebraische Gleichungen

7.1 Nullstellen, Linearfaktoren
7.1.1

Zerlegen Sie die folgenden Polynome in Linearfaktoren. Verwenden Sie das Horner-
schema zum Abdividieren der Linearfaktoren:

a) 2z3 — 112® + 172 — 6

b) 22% — 92 4+ 122 — 4

Hinweis: Sei a,2" + - -+ 4+ a1 + ag ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten,
x = p/q eine rationale Nullstelle des Polynoms. Dann gilt p ist Teiler von ag, ¢ ist
Teiler von a,,.

7.1.2

Zerlegen Sie die folgenden Polynome in Linearfaktoren. Verwenden Sie das Horner-
schema zum Abdividieren der Linearfaktoren.

a) 22° + 112? + 172 + 6

b) 223 + 922 + 12z + 4

7.1.3

Berechnen Sie die Nullstellen folgender Polynome und zerlegen Sie sie in Linearfak-
toren:

a) o + Tt + 323 + 327 + Tz + 1

b) 22 + 112° + 232* + 282° + 2322 + 11z + 2

) 28 + 328 + 22 + 327 + 1

Hinweis: Ein Polynom mit symmetrischen Koeffizienten und ungerader Ordnung
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besitzt immer die Nullstelle z = —1. Bei einem Polynom mit symmetrischen Ko-
effizienten und gerader Ordnung kann diese mit Hilfe der Substitution = + % =u
reduziert werden.

7.1.4

a) 7 — 328 + 52° — Tt + 7o — 52 + 3x — 1
b) 27 — 225 — 192° + 62* + 1082® 4 13622 + 128z + 128.
Hinweis: Die Nullstellen sind ganzzahlig.

7.1.5

Oft geniigt es zu wissen, ob ein Polynom nur Nullstellen mit einem negativen Realteil
hat. Man iiberpriift das mit dem sogenannten Hurwitz- Kriterium:

Sei p(x) = ag + a1 + asx® + azx®, ag, -+ ,az € R. Gilt a; > 0, ag > 0, ajay —
apaz > 0, az(ayas — apas) > 0, dann hat p(x) nur Nullstellen mit negativem Realteil.
Uberpriifen Sie diesen Satz anhand folgender Beispiele:

a) x® + 32 + 4 + 2 b) 3 — 62% + 11z — 6

7.1.6

Bestimmen Sie die reelle Faktorisierung des Polynoms: z* + 22% — 322 + 22 + 6

7.1.7

Ein Polynom heifst irreduzibel in IR, falls es nicht als Produkt von zwei reellen Po-
lynomen niedrigeren Grades dargestellt werden kann. (Der Grad eines in R irredu-
ziblen Polynoms ist hochstens 2.) Bestimmen Sie die reelle Faktorisierung folgender
Polynome:

a) x® — % + 2

b) 2® + 5a® + 122* + 162° 4 1222 + 4x

Hinweis: —1 und —1 + ¢ sind Nullstellen.

7.1.8

Ein Polynom heift irreduzibel in R, falls es nicht als Produkt von zwei reellen Po-
lynomen niedrigeren Grades dargestellt werden kann. (Der Grad eines in R irredu-
ziblen Polynoms ist hochstens 2.) Bestimmen Sie die reelle Faktorisierung folgender
Polynome:

30



a) x° + a? — 2
b) 25 — 52® + 122 — 1623 + 122 — 4x
Hinweis: 1 und 1 + ¢ sind Nullstellen.

7.2 Interpolation
7.2.1

Bestimmen Sie das Interpolationspolynom dritten Grades:

a) p(0) =1 p(1) =p(2) =p(3) = -1

b)p(0)=3 p(1)=0 p2)=-1 p@3)=0

Werten Sie das Interpolationspolynom mittels Hornerschema an der Stelle x = %
aus.

7.2.2

Bestimmen Sie das Interpolationspolynom zweiten Grades: p(0) = 0, p(3) = 1,
p(m) = 0. Zeichnen Sie den Graphen von p(z) auf dem Intervall [0, 7].

7.3 Partialbruchzerlegung
7.3.1

Ermitteln Sie die Partialbruchzerlegung folgender rationaler Funktionen:

W #n Y 9 @i

) ey © waesery D ey
7.3.2

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen:

) () = B b) Jlo) = e

) [(0) = iR ) f(o) = et

Bestimmen Sie alle Unendlichkeitsstellen. Untersuchen Sie das Verhalten fiir + —
+00. Bestimmen Sie ein Polynom p(z) mit lim,_,, [p(z)—f(z)| = 0 und lim,, _ [p(z)—

f(2)] = 0.

7.3.3

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen:
2

a) f(x) = 51 b) f(zr) = hi2ei-z=2

z2—1 z3+z2—z—1
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Bestimmen Sie alle Unendlichkeitsstellen. Untersuchen Sie das Verhalten fiir + —
+00. Bestimmen Sie ein Polynom p(z) mit lim,_,, [p(z)—f(z)| = 0 und lim,_, _ [p(z)—

f(@)] = 0.

7.3.4

Schreiben Sie den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung:

a) f(2) = 2ty b) f(2) = whahy

c) f(x) = (x275xi56J)r47(224jrix2+4)3 d) f(z) = (xtl)ie(—zt‘?ww

8 Elementare Funktionen

8.1 Trigonometrische und zyklometrische Funktionen
8.1.1
Stellen Sie dar:

a) 223% als Polynom in sinx

sin x

b) sin 2z und cos 2z als Funktion von tan x

8.1.2

Zeigen Sie:

a) sin? a — sin® B = sin(a + B) sin(a — B3)

b) cot o = 3(cot £ — tan £)

8.1.3

Zeigen Sie:

5+ 8cosp + 4cos2p + cos3p = (1 + cosp)(1 + 2cos p)?
8.1.4

Bestimmen Sie Zahlen ag, a1, as, as und a4, sodass die Gleichung sin*z = ag +
a1 cosx + ag cos 2z + as cos 3x + a4 cos 4x erfiillt ist.
8.1.5

Bestimmen Sie o und p > 0 sodass:

a) 2sinx + 7cosx = psin(z + a) b) 3sinz — 6cosz = psin(zr + «)
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8.1.6

Zeigen Sie:
cos<p+ 3 —
a) ﬁ—cot“”tan £ b) 1+COS¢ cot £ tan ¢
8.1.7
Zeigen Sie:
a) 2arctan 10 4 arcsin 2% =
b) arctan |/{7% + § arcsinz = §

8.1.8

Bestimmen Sie x aus (0, %): arcsina = arcsin  + arcsin ;.

8.1.9

a) Zeigen Sie, dass die folgenden Ausdriicke rationale Funktionen in z sind:
sin(2 arctan z) tan(2 arctan x) cos(2 arctan ) cot(2 arctan )
b) Driicken Sie folgende Grofen in z aus:

arccos(sin z) sin(arccos 1)

8.1.10

Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion:

sinx
[Ton -
2 2” sm

e N
Hinweis: sin 5 = sin(2557)

8.1.11

Bestimmen Sie das Monotonieverhalten der Funktion f(x):
f(z) = arccosz + arctanz —1<z <1

8.1.12

Es sei f(x) = sin(tan(z”))3 € @ S > 0. An welchen Stellen ist f unstetig und
welcher Art sind die Unstetigkeitsstellen 7
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8.1.13

Berechnen Sie mli_gﬁlo f(z) fir f(z) = \/% und 7o = % .
8.1.14

Sei f(z) = tan(2x)/x.
Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und skizzieren Sie den Graphen. Bestimmen Sie
die Pole und deren Ordnung.

8.1.15

Sei f(z) = ==, g(z) = 7(z — 1). Finden sie den maximalen Definitionsbereich von
f, g, fogund go f, diskutieren Sie die Stetigkeit dieser Funktionen und skizzieren
Sie ihre Graphen. Falls fiir f o g eine Umkehrfunktion existiert, berechnen Sie diese.

8.1.16

Lésen Sie die Gleichungen:
a) 2sin® z + sin® 2z = 2
b) arctan(z — 1) + arctan x + arctan(z + 1) = arctan(3z)

8.2 Graphische Aufgaben
8.2.1

Von einer Skizze fiir f(z) = arcsin z ausgehend ermitteln Sie Skizzen fiir:
a) f(x) = arcsin 3z b) f(z) = —

arcsin x

¢) f(z) = arcsin d) f(z) = arcsin(z + 1)

8.2.2

Skizzieren Sie die folgenden Funktionen:

a) tanx b) tan®z ¢) Vtanz d) —— e) + tan(3x)

8.2.3

Skizzieren Sie die Funktionen a) y = 2% und b) y = arctanz . Skizzieren Sie
danach ¢)f(z) = arctan 1225 und ermitteln Sie alle z mit f(z) = 1.
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8.2.4

Untersuchen Sie graphisch das Losungsverhalten folgender Gleichungen:

a) sinx = ax b) e** =sinx ¢) tanz = ax aeR

Skizzieren Sie die Graphen der linken und der rechten Seite der Gleichung. Be-
stimmen Sie jene Werte von «, bei denen sich das Losungsverhalten der Gleichung
andert.

8.2.5

Skizzieren Sie folgende Funktionen:
a) f(x) =e*sinx a €R
b) f(z) = F) a,BeR

c¢) f(z) =In i—j&
Bestimmen Sie Nullstellen und Unendlichkeitsstellen.

8.3 Exponentialfunktion, Logarithmus

8.3.1

Vereinfachen Sie:

a) log, (log,(a™))

b) logs(7) — 10g1/3(7)

8.3.2

Fiir welche * € R ist f(z) = 22 — 2%/? definiert? Bestimmen Sie alle reellen
Nullstellen von f.

8.3.3

Vereinfachen Sie:
a) CLln(ln a)/Ina b) o8, y/ylogax

C) logal (a2) logag (a3) T logan_l ((In) logan (al)

8.3.4
Losen Sie:  a) 2V® = (/r)*  b) 47 — 3771/2 = 3o+1/2 _ 92—l
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8.4 Hyperbelfunktionen
8.4.1

Zeigen Sie:  a) arcosh(4 cosh® # — 3 coshx) = 3x
b) artanh (+> =2z ¢) artanh z + artanh y = artanh ( oty )

cosh
Son - ttanhz Ity

sin

8.4.2

Fiir welche € R ist f(z) = tan(arsinh(cosh z)) definiert? Fiir welche x ist f stetig?

9 Differentialrechnung

9.1 Differenzieren
9.1.1

Berechnen Sie die Ableitung von tanz  mittels Differenzenquotienten.

9.1.2

Bestimmen Sie die Tangenten an die Kurve (z, f(x)) im Punkt (xq, f(x)):

a) ]”(31:):\/1—731:2 xoz%, 0, —%

b) f(z) =sinx + cosx To=7%, 5,7
¢) fl(x) =xlnzx rg=e
9.1.3
Berechnen Sie f’ (0) fiir
aqin L
f(x)_{xsmw x>0 0>0

0 z=0 -

Berechnen Sie auch f’(0+) sofern vorhanden. Was schliefen Sie daraus fiir die Ab-
leitungsfunktion?

9.1.4

Bestimmen Sie die links- und rechtsseitige Ableitung der Funktion f(z) = = — [z] fir
ganzzahlige Werte x = n. Was konnen Sie iiber die Grenzwerte f(n—) und f(n+)
aussagen’?
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9.1.5

Differenzieren Sie:

a) f(x) =+vax?+bx+c b) f(x):m
c) flz) = == d) f(z) = &5

9.1.6

Differenzieren Sie:
) S0 =y DW= oS = (2

9.1.7

Differenzieren Sie:
a) f(z) = sin(cos z) b) f(z) = cos(sinx)
¢) f(z) = arcsin(cos(arcsin z)) d) f(z) = (=)™

1—xz9

9.1.8

Berechnen Sie:
a) cos?(sin?(tan?(z2)))’ b) (zcosz? + z?sinx)’

cos(x2+zx cos(z3
o) (LY ) ()

3z?sinz sin(z3)

9.1.9

Berechnen Sie:
a) (In(arctan(zx)))’ b) (arcsin(1 — z?))’
¢) (arctan(e®))’ d) (In(In(1 —e*)))’

9.1.10
Bilden Sie die Ableitung der folgenden Funktionen:

a) ff(x?) b)) (Z5)™ o Val+l-z  d) f(VI+a?) ) 2

sinx

Hinweis: f*(2?) bedeutet k - fache Hintereinanderausfiihrung der Funktion f.
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9.1.11

Differenzieren Sie:
5(as 2 tan
a) x°(sinx + tan z) b) (z* —1)cotz + 555
3

cos? sin d) arcsin z* e) & arctan(% tanz)

c) sin cos? sin
ab

9.1.12

Differenzieren Sie:

1 : acos z+b l+sinz
a') (a—bzx)(a+bz) arCSln(a—f—bcosx) b) In \/ 1-sinz
¢) & arctan(% tanx) d) f(V1+2?) e) (f(x?))*

9.1.13

Differenzieren Sie die Funktionen:
a) x?sinx + 2x cos 3r — 2sinz b) cos® 3z c) /25 d) - e) x

9.1.14

Bestimmen Sie die Tangente an die Kurve (x, f(x)) im Punkt (zo, f(z0)) :

1 NG r<1
P _ 2 — — - —
a) f(x) =V1—2a2 x 5 b) f(z) {x2—1.5x z>1 Ty =1
9.1.15
Berechnen Sie f”(x) :
a) f(x) = arcsin }jriz b) f(x) = arccos z% arctan(1 + 2?)
9.1.16

Berechnen Sie die n-ten Ableitungen:
a) f(x) = (2?4 1)sin2z

b) f(z) = 23sinbx

c) f(z)=a" keN

9.1.17

Berechnen Sie die n-ten Ableitungen von {=£ und cos(az) .
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9.1.18

Beweisen Sie:

a) 2arctanz + arcsin 1322 =7 x>1

b) 2arctanz — arcsin 23 =0, |z] < 1.

Hinweis: Differenzieren Sie die Gleichungen. Warum muss man beide Faille unter-
scheiden?

9.1.19

Durch P, := “£2[(z* — 1)"] sind die Legendre Polynome definiert.

a) Berechnen Sie Py, P, und P;.
b) Zeigen Sie: P, erfiillt die Gleichung (1 — 2?)P) — 2zP, +n(n+1)P, =0, n € N,

Hinweis: Setzen Sie u = (2>—1)" und zeigen Sie (z2—1)u’'—2nzu = 0. Differenzieren

Sie diese Relation (n + 1)-mal und zeigen Sie so, dass (™ obige Gleichung erfiillt.

9.2 Differenzierbarkeit, stetige Differenzierbarkeit
9.2.1

a) Zeigen Sie f : z — \/ﬁcosi ist auf [0,1) differenzierbar, aber nicht stetig
differenzierbar.
b) Ist die Funktion f : z — \/mcos% auf (—1,1) steig, differenzierbar oder stetig
differenzierbar?

9.2.2

Fiir welche reellen z ist die Funktion f(z) = tan(arsinh M) sinnvoll? Bilden
Sie f'(0). Fiir welche z ist f stetig differenzierbar?

9.3 Fehlerrechnung
9.3.1

Es sei ein Dreieck gegeben mit a = 60, ¢ = 100, a = 30°. Nehmen Sie an, dass «
einen Fehler von 2% hat. Wie grof ist der relative Fehler des Flicheninhaltes der
flachenkleineren Losung ?

39



9.3.2

Wie grof ist der Halbmesser einer Stahlkugel (Dichte 7.82 g/cm?), die 1.278 g wiegt
und wie genau kann er angegeben werden, wenn bei der Wiagung ein Fehler von 1
mg moglich ist 7

9.3.3

Jemand wirft einen Stein in einen Brunnen und misst die Fallzeit des Steines mit
2.4 sec. Die Bestimmung der Zeit sei auf 0.1 sec genau. Wie tief ist der Brunnen
und wie genau kann seine Tiefe bestimmt werden? Die Gravitationskonstante werde
dabei als g = 9.81_7%5 angenommen.

9.3.4

Der Widerstand R eines Schwingkreises mit der Kapazitdt C' = 20 und Induktivitét
L = 5 ist zu bestimmen. Dazu wird die Kreisfrequenz w gemessen, und zwar w =

7 mit einer Genauigkeit von 1%. Wie grof ist R = im und die erzielte
Genauigkeit?

9.3.5

Wie stark dndert sich in erster Ndherung (lineare Approximation) die Flidche eines
Kreises, wenn sein Radius R um AR vergrofert wird? (Skizze)

9.3.6

Die Bewegung eines Geschosses, das vom Punkt (0,0) mit vorgegebener Anfangs-
geschwindigkeit vy unter einem Winkel a abgeschossen wird, kann durch folgende
Parabelgleichung beschrieben werden: y(z) = z tanx — W 2?, g = Gravitiits-
konstante.

Aus der Gleichung folgt, dass man ein Ziel (z9,0) entlang zweier Bahnen erreichen
kann und zwar mit den Winkeln cp und § — ap. Berechnen Sie aus obiger Gleichung
die Reichweite und den Winkel «g. Untersuchen Sie fiir welchen der beiden Win-
kel der Zielpunkt (zo,0) empfindlicher auf Ungenauigkeiten in der Einstellung des
Winkels reagiert (relativ und absolut).

9.3.7

Bei der Auswertung der Funktion f(x) (auf einem Computer) an der Stelle = tritt

ein relativer Datenfehler ‘ﬁﬁ?' < 1078 auf. Wie groR ist der maximale Fehler des
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berechneten Funktionswertes (absolut und relativ)?

f(z) =e**sinz zo=17, %

9.4 Monotonie, Mittelwertsatz
9.4.1

Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung:

<In(l4+z)<z Vr>0
1+

9.4.2

Untersuchen Sie die Monotonie folgender Funktionen:
a) f(z) = e #"+oe-1 b) f(x) = 3sin?x — 5sinz — 1

9.4.3

arctany—1 __ 1 e T . .
7z T T fiir jedes y € (0,7) eine Losung

Zeigen Sie, dass die Gleichung

r € (y,7) hat.
Hinweis: Wenden Sie den Mittelwertsatz auf eine geeignete Funktion an.

9.4.4

a) Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes: 1+ 2 <1+ 3 x> 0.
b) Gegeben sei f(z) = 3 — 3z + 4. Bestimmen Sie fiir a = 1, b = 2 ein ¢ € (a, ),
sodass W = f'(Q) gilt.

9.4.5

Beweisen Sie, dass die Funktion f(z) = arctan ﬁl_l fiir x > 1 monoton fallend ist.

9.4.6

Berechnen Sie eine Lipschitzkonstante fiir f(z) = x € R mit Hilfe des Mittel-

wertsatzes.

_1
1+z2>

9.4.7

Bestimmen Sie zu den Funktionen f(x) = %—%—Gx—i—l, f(x) = 5+cosz, f(z)=
H% jene Intervalle, auf denen sie monoton sind. Bestimmen Sie moglichst grofte In-
tervalle, auf denen die Funktionen Lipschitz-stetig sind.
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9.5 Unbestimme Ausdriicke

c¢) lim z7/v=

9.5.1
Berechnen Sie mittels der Regel von de I"'Hospital:
. 3 .
a) lim & b) lim 2~/
T—> 00 T—>00

d) limxInt e) imzlnx
z—0 z z—0

9.5.2

T—00

Berechnen Sie mittels der Regel von de I'Hospital lim, ., f(z) mit

fl@) = G

a) o =10

9.5.3

Berechnen Sie lim f(z) mit
T—T0

a)to=0  f(2) =g — o=
9.54

Berechnen Sie mligcl f(z) mit

a) xop =10 f(x)oz J.cos 3
9.5.5

Berechnen Sie lim f(z) mit
T—T0

a) o =10 f(z) = (cotx)”
c) vo =% f(z) = (sinx — cosz
9.5.6

b)xon

sinh z—sin x

f(x) = sinh 2z —sin 2z

b) 20 =0 f(x)= (zcotz)/**

b) zg = 00

b)ZL‘Q:7T

)tanx

[\

flx) =2 — Var+1

k>1

f(z) = (1 —sinz)tanx

Berechen Sie lir& f(z) bzw. liI(I)l f(z) mittels der Regel von de I’'Hospital:
T—> z—0—

a) f(z) =% —cot’x b) f(z) = (1 — €*)cot 2x
¢) f(z) = sinzt* d) f(z) = %

9.5.7 — 9.5.10 Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
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9.5.7

; tanx . 2 1
ili% kx+In(1++v/1—2x2)—log 2 }}Lr(l)(x e””—ac—l)

9.5.8

lim —@ne__ lim(e® — e*) tan =%
o a+b/(r—2x) a:—>a( ) 2a

9.5.9

lim (In(cos z) cot ) lim g1/n(e"=1)
z—0 z—0+

9.5.10
lim (a + betan®)™—2= lim (cos \/ 2—“)
=3 T—00 z

9.5.11

Berechnen Sie mit der Regel von de I’'Hospital:

. 1/$2 . e~
a) glg%(cos x) b) xh_}rgo(ln x+x)

10 Lokales und globales Verhalten von Funktionen

10.1 Die Grofienordnung von Funktionen
10.1.1

Beweisen Sie:

a) (e"— e cosz=0(z— %)) ax—7Z

b) v/ sin(z?)

= o(x®) x—0 Wobei0§a<g
¢) In(Inz) = o(Inz) T — 00

10.1.2
Zeigen Sie: f(z) = O(g(x)) fir z — zg .
3
a) f(z) = msié;%ﬁq g(x) = x—12 To = OO

b) f(x)=1—2%> g(x)=cosx  x5=0
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10.1.3

Bestimmen Sie £ derart, dass:

a) V222 —1=kx+0O(1) fiirz — oo
b) (1= (22 =14+k(“)?+0((%)* fir?—0

10.1.4
Zeigen Sie:
N In 2 1
—xt _ .
/2 e "log xdr = rort +O(@) fiir t — oo

10.1.5
Zeigen Sie:

eftﬂ' eftﬂ' eftﬂ' .

i + O( 5 ) fiir t = oo

10.2 Extremwertaufgaben
10.2.1

Durch einen Gang mit 2m Breite soll von zwei Leuten eine Leiter getragen werden.
Die beiden kommen an eine Ecke. Wie lang darf die Leiter héchstens sein, dass die
beiden die Leiter um die Ecke tragen kénnen?

10.2.2

Eine rotationssymmetrische Schwimmboje werde aus einem Zylinder hergestellt,
dem an jedem Ende zwei Kegel aufgesetzt werden. Die Hohe der Kegel sei % des
Radius der Kegel. Das Volumen betrage 907. Bestimmen Sie den Radius und die
Hohe des Zylinders so, dass die Oberfliche minimal ist.

10.2.3

Einem Halbkreis mit Radius r soll ein Rechteck mit groftmoglichem Flacheninhalt
eingeschrieben werden. Wie lauten die Abmessungen des Rechtecks und wie grofs
kann der Flicheninhalt maximal werden?
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10.3 Kurvendiskussion
10.3.1

Gegeben ist die Funktion f(z) = ¢ "(1—2). Bestimmen Sie die Extrema, deren Cha-
rakter und untersuchen Sie, ob Wendepunkte auftreten. Bestimmen Sie die Asym-
ptoten und das lokale Verhalten von f an den Stellen x = 0, x = +o00. Zeichnen Sie
den Graphen.

10.3.2

Berechnen Sie Extrema (relative, absolute) und Wendepunkte von f(x) = z2%e” im
Intervall [—10, 10).

10.3.3

Bestimmen Sie fiir die Funktionen f(z) stationire Punkte, deren Charakter, Wen-
depunkte, sowie waagrechte und senkrechte Asymptoten:

a) flo) = 255 b) fla) =& o) flz) =22

10.3.4

Finden Sie alle Extremwerte der Funktion f(z) = xfil. Fertigen Sie eine Skizze des

Funktionsgraphen an, und stellen Sie fest, welchen Charakter die Extrema haben.

10.3.5

Gegeben sei die Funktion f(z) = 2?e™® . Ermitteln Sie den maximalen Definiti-

onsbereich und finden Sie die Nullstellen, Extrema, und Wendepunkte. Bestimmen
Sie aufserdem den Charakter der Extrema und untersuchen Sie das Verhalten der
Funktion fiir + — £ oo . Zeichnen Sie den Graphen!

10.3.6

Gegeben sei die gebrochen rationale Funktion f(z) = % . Ermitteln Sie den
maximalen Definitionsbereich und bestimmen Sie die Art der Unstetigkeitsstellen.
Finden Sie die Nullstellen und untersuchen Sie den Charakter der Extrema. Unter-
suchen Sie aufserdem das Verhalten der Funktion fiir x — 4 0o und stellen Sie die

Geradengleichung der Asymptoten auf. Zeichnen Sie den Graphen!
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11 Iterationsverfahren

11.1 Newtonverfahren
11.1.1

Zeigen Sie, dass die Gleichung Inx — 2z 4+ 3 = 0 im Intervall [1,2] mindestens eine
Losung hat. Berechnen Sie je drei Schritte des Newtonverfahrens mit den Startwerten
o = 11, To = 1.8.

11.1.2

Die Gleichung z*+1 = x hat im Intervall (0, ) bzw. (1, 1) jeweils genau eine Losung

(Begriindung!). Versuchen Sie diese Losung mit dem Newtonverfahren zu berechnen.
xo = 1, xop = =5 . Erkldren Sie das Resultat anhand einer Skizze.

11.1.3
Losen Sie xlnz = 1 mittels des Newtonverfahrens. Wiahlen Sie einen geeigneten
Startwert und bestimmen Sie z auf Taschenrechnergenauigkeit.

11.1.4

Berechnen Sie v/7 nach dem Newtonschen Verfahren auf vier Dezimalen, ausgehend
vom Néherungswert xo = 2. Ist die Konvergenz von diesem Punkt aus gesichert?
(Stellen Sie heuristische Uberlegungen an). Verifizieren Sie die quadratische Konver-
genz d.h. dass die Anzahl der richtigen Stellen sich von Schritt zu Schritt verdoppelt.

11.1.5

Transformieren Sie das Nullstellenproblem e*~2 —x = 0 auf ein geeignetes fiquivalen-

tes Fixpunktproblem und bestimmen Sie z durch Fixpunktiteration auf vier Stellen
genau!

12 Das Riemannsche Integral

12.1 Integralrechnung
12.1.1

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
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a) [cosx b) [cos*zsinx c) f@

sin - x

12.1.2
Fiir welche a € R gilt f; 122 — 2%|dz =8 ?

12.1.3

Berechnen Sie fo erﬁ, indem Sie
a) die Stammfunktion [ f+\/7 durch Substitution berechnen und den Hauptsatz

der Integralrechnung anwenden,
b) auch die Grenzen substituieren.

12.1.4

Bestimmen Sie die Losung folgender bestimmter Integrale:

1
a) / (22 + 62° — 82%) dx
0

b) /(\F+ \F+3\F)

¢) / (cosx —sinzx) dx
0

‘1
d) /—dx
LT
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12.1.5

Finden Sie den Fehler in folgender Rechnung:

cosy
— sin ydy
Y

/

-/

=

dx

X

dx

arccos x

—sinydy

/1 —cos?y

sin ydy

siny

-

_y:

— arccosr =

dx
Vi
sint = T
costdt = dx
t = arcsinx
cos tdt

V13— sin? ¢
/ cos tdt
cost
/ it

t
arcsinz  Vz € (0,1)

12.1.6 — 12.1.8 Berechnen Sie folgende Integrale:

12.1.6
[ cot zdx

12.1.7

[ cos* wdx
12.1.8

xe_fz
f AV 14e—2a? dr

12.1.9

Berechnen Sie mittels partieller Integration:
b) [ e cos(bx)dx

a) [ e* sin(bx)dx

12.1.10

Berechnen Sie mittels partieller Integration:
b) [e 5 zldx

a) fol a3 p3dx

a>0
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12.1.11

Berechnen Sie mittels partieller Integration:

a)[ze*dx, b) [cos®zdx

12.1.12 — 12.1.17 Berechnen Sie folgende Integrale:
12.1.12

[ e (z* + ba® + ba? + 1)dx

12.1.13

[ (tan® z + tan z)dx

12.1.14

t dx
fc (z2+a?)?
12.1.15

[ (arcsin z)?dx

12.1.16
farcsinm\/%?dx

12.1.17

[ V1 —a?arcsinz dx

Hinweis: z = sin u, sowie partielle Integration nach dem zweiten Faktor in u(sin u cos? u).
12.1.18

Berechnen Sie [ f(z)dz fiir f(z) = 2?¢** cosz und f(z) = sinh(—3z) cos(—2z) .

12.1.19

. dx dzx
Berechnen Sie [ -2 und | sinbas) -
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12.1.20

Bereghnen Sie — [*, mdy und zeigen Sie: artanh(z + 1) = In(—%£2) fiir -2 <
x<U.

12.1.21

Ist es moglich im Integral fjl % als neue Variable y = % einzufiithren?

12.1.22 — 12.1.26 Bestimmen Sie die Stammfunktionen:

12.1.22

f e* cos xdx

12.1.23

a) [arctanzdr (u = arctanz, v/ =1)
b) [Inzdx
¢) [arcsinazdx

12.1.24
fmln:pdm

12.1.25

[ cos® xsin xdx

12.1.26
[ 21+ 2°)°dx

12.1.27

Leiten Sie eine Rekursionsformel fiir das Integral [ 2"e”sinzdz her.
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12.1.28
Leiten Sie fiir J,(x) = [ cos™ zdzx die folgende Rekursionsformel her:

cos" lrsine n-—1

Jn(z) = + In—2(2) n>2

n n

12.1.29 — 12.1.35 Berechnen Sie die Integrale:

12.1.29

2— . .
i o betl gy x = 2 ist eine Nullstelle des Nenners
o —2x°+3x—6

12.1.30

dz
1—x4

12.1.31
a) 11@3 b) I%

12.1.32

f x4+§i§f§i§fix ) dx xr = —1 ist eine doppelte Nullstelle des Nenners

12.1.33

(z24-1)dz
f (z—1)(z—2)(z2—z+1)

12.1.34

f dz
Bz —2i 13

12.1.35
f xﬁi;g_fz;ff;j dx x = 1 ist eine doppelte Nullstelle des Nenners

12.1.36 - 12.1.50 Bestimmen Sie die Stammfunktionen:

12.1.36

2x3 —6224+5x+1
/ S s s 14

, x =1 ist eine doppelte Nullstelle des Nenners
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12.1.37

[ = fé’f;ff; 213% —dxv x = —1 ist eine doppelte Nullstelle des Nenners

12.1.38
f \3/1—|-31nacd:lj

12.1.39
i aVedy Substitution: ¢ = /z, dann partiell integrieren.

12.1.40
f \/flfj Substitution: { = /1 + e*

12.1.41

dx
J =
12.1.42
f arcrsi2n:5 dr

12.1.44

[ da

12.1.45

212
f sinh w—l—%coshxdx
cosh® x

12.1.46

03 2
f sin® x+4 cos x+4cosxdx

sin?

12.1.47
[ YTH327 300115+ {/(14-42)5 4¢3

+7

dt
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12.1.48
YN
12.1.49

(\/Ei 5+ \/84z1162> vdx

12.1.50

[(coshaz + sinh ax) sin e**dx

12.1.51

Berechnen Sie die Fliche, die von der Kurve und der z-Achse begrenzt wird (Skizze):

a) y = sinx sin 2z 0<z<2rm b)y=lz—[z]—3] 0<a<5

12.2 Uneigentliche Integrale

12.2.1 — 12.2.2 Untersuchen Sie die nachstehenden Integrale auf Konver-
genz (nicht berechnen):

12.2.1
1 sinx
a) fo = dr fo m
12.2.2
) v D) [T A>0, k>

Hinweis: log(1 +t) < ¢ fiir ¢t > 0 (siehe Beispiel 9.4.1)

12.2.3

Stellen Sie fest, ob fab f(x)dx als uneigentliches Integral existiert. Falls dies zutrifft,

berechnen Sie seinen Wert. Falls nicht, ermitteln Sie den Hauptwert f; f(z)dz, falls
er existiert:

S
fO 1+ac2)2 b) f—oo $2+5;Tz+6

b
C) fc x2—d592:+6 d) ffooo ngl
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12.2.4

Berechnen Sie die uneigentlichen Integrale:
_ 0 b
fl :B311+§32 de b) f_l ln(—l')dl' C) fa (:L"ftgﬁ

12.2.5

Stellen Sie fest, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und berechnen
Sie ihren Cauchyschen Hauptwert falls mdoglich:

f?’ $;2d b) f—oo x2+4dx C) Oﬂ- Cgsm

12.2.6

Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale wenn sie exisiteren, sonst ihren
Cauchy’schen Hauptwert:

a) [ZLde b) [

oo a2

12.2.7

Uberpriifen Sie die Existenz der uneigentlichen Integrale:
a) [o° Stde b) Jy g

12.2.8

Uberpriifen Sie, fiir welche a,b € R die folgenden Integrale konvergieren:
a) [t edt b) [F Losdt

0 1+tb
12.2.9
Sofern [ b f(x)dx existiert, berechnen Sie seinen Wert:
3x
fo a~’0+b)" a>0 b6>0, n>1 fl (a;2+J1r)17/2

13 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

13.1 Konvergenz

13.1.1 — 13.1.4 Fiir welche z € C ist die Reihe > 7, f,(z) absolut konvergent?
Benutzen Sie die Konvergenzkriterien fiir Reihen. Skizzieren Sie den Konvergenzbe-
reich.
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13.1.1

fn(z) = 1_7_22

13.1.2

13.1.3

13.1.4

13.1.5

Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der Funktionenreihe > °7 2" 2 >0 .

13.1.6
Zeigen Sie, dass die Reihe ) .2 \/ﬁ im Intervall 0 < x < oo gleichméfig

konvergiert ist. Geben Sie ein n an, so dass fiir den Reihenrest gilt: |R,, ()| < 155 -

13.1.7

Zeigen Sie, dass die Reihe "7 ﬁ fiir 0 < « < 1 nicht gleichméfbig konvergiert,
aber fiir x > 1 gleichméfkig konvergiert.

13.1.8

Fiir welche x € R konvergiert:

2 (=) (sin )"

13.1.9

Konvergiert die Funktionenfolge f,(x) =1 — 2™ fiir € [0, 1] punktweise? Wenn ja,
konvergiert sie gleichmafsig?
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14 Potenzreihen

14.1 Konvergenzradius, Grenzfunktion
14.1.1
Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Reihe und berechnen Sie die Summe:

o0 n oo n o0 Z77«+1
a) 21 nz b) Zln%; c) >, D)

n=1

14.1.2

Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe:
e nlxz™ s n! 35!377’
a) Z—:o a!n2 a>1 b) 2_:0 ((S)n)!

14.1.3
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihe Y | a,2" fiir
a)an:5”2 0<d<1 b)an::—fl c)an:a% a>1

a, =%  Qa,=Vntl-yn  Ha,=a-1 a>0

14.1.4
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe Y °  a, 2" fiir
3_n

D=2 ba,=m(1 o) e, =t

14.1.5

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe > °° | a,z™ fiir
n!

a) an = 135 (2n+1) b)a,=ya—1-3

14.1.6

Untersuche Sie, fiir welche reellen z die Reihe Y ° @, 2" konvergiert und geben Sie
eine Summenfunktion an:
a) ap, =n b) a, = n?2" ) a, =n"

14.1.7

Berechnen Sie v/7 niherungsweise durch Entwicklung in eine binomische Reihe.
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14.2 Taylorreihen, Taylorpolnome
14.2.1

Bestimmen Sie die Taylorreihe mit Anschlussstelle zo = 0 der Funktion:

a) f(z) = (2+32)*  b) f(2) =
Geben Sie eine Abschitzung fiir den Fehler bei Verwendung des Taylorpolynoms
3.0rdnung statt f(z) auf dem Intervall [—1, 1] an.

14.2.2, 14.2.3: Leiten Sie aus der Potenzreihe 7~ = >"°° 2", |z| < 1 die Taylorrei-
he von f(z) mit Anschlussstelle 2o her. Bestimmen Sie weiters das Konvergenzgebiet.
14.2.2

a) f(2) =12 20=0  b)f(z)==, 2=0
o) f(2) =12, 20=0 d)flz)=5%, 2%=0

14.2.3
a) f(z2) =1 z=1 b) f(z):3iz zo=—1

C) f(Z) = m, 20 = 0 d) f(Z) = iii_i , 20 = 2

14.2.4

Bestimmen Sie das Taylorpolynom f(z + h) = f(z) + f'(z)h + 5 f”(2)h* und geben
Sie Ry an:
a) f(x) = 11_ = 17=0 b) f(z) = cos(z?) xo=

T

o

14.2.5

Leiten Sie aus den bekannten Taylorreihen elementarer Funktionen die Taylorreihe
der folgenden Funktionen her. Bestimmen Sie weiters den Konvergenzradius.

a) f(xr) =cosx x9=7% b) f(z)= e’ =0 ¢ f(x) =log(3+5x) o=
0
14.2.6

Entwicklen Sie nach Potenzen von z:

a) f(x) =sin(a+a)  b) f(x) = (14>)?
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14.2.7

Wieviele Glieder der Taylorreihe von f(z) = In(14+2) um zg = 0 miissen ausgewertet
werden, damit f an der Stelle x = % bis auf einen Fehler von 1% approximiert wird?

14.2.8

Geben Sie die Taylorreihe der Funktion f(x) mit Anschlussstelle xg, ihr allgemeines
Glied (das a, in der jeweiligen Entwicklung nach Potenzen von z — zy), sowie den
Konvergenzradius an:

a) f(x):m z9g=0 b) f(z) =In(2+4x) z9=1

C) f(x) = m To = 1
Hinweis: Partialbruchzerlegung und geometrische Reihe

14.2.9

Unter Verwendung der binomischen Reihe (14 2)* = 77, (%)a*, [z < 1, leiten
Sie eine Entwicklung von f(%) nach Potenzen von 2 her. Fiir welche ¢ konvergiert
die Entwicklung?

a) f(H=1— (D) b)f(H=0- (2"

Geben Sie auch die ersten vier Glieder der Reihenentwicklung in b) an.
14.2.10

Wie in 14.2.8.

a) f(z) =sin(z®) z9=0 b) f(z) =sin®x x9=0

14.2.11

Bestimmen Sie f12%)(0) (128. Ableitung an der Stelle 0):
a) f(z) = \/&iw b) f(z) = (x§i4)

14.2.12

Ermitteln Sie mittels Cauchyprodukt die ersten vier Glieder der Taylorreihe von
f(z) = e¥sin 3z, 7o = 0. Uberpriifen Sie a3 durch Differenzieren und schreiben Sie
das Taylorpolnom P, an. Geben Sie ebenso das Restglied in beiden Darstellungen
an.
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14.2.13

Berechne Sie das allgemeine Glied der Taylorreihe fiir f(z) = In(z + /1 + 22) mit
der Anschlussstelle g = 0.

14.2.14

Bestimme Sie mittels der Reihenentwicklung von y = e” bzw. y = sinx die ersten
vier Glieder der Entwicklung der Funktion 3 = "% nach Potenzen von z.

14.2.15

Entwickeln Sie f(x) = x sin 3z nach Potenzen von x+ % und geben Sie das Restglied
an.

A Die komplexen Zahlen

A.1 Die Gault’sche Zahlenebene
A.1.1

Skizzieren Sie in der Ebene die nachstehenden Mengen komplexer Zahlen:
A={z|32—1| < 1} B:={z]| -2 <Re(22+3) <1}

A.1.2

Geben Sie eine geometrische Beschreibung in der Zahlenebene aller z € C, fiir die
gilt:

a) [z =r>0  b)Re()=
¢) |z| + Re(z) <1 d) |z — z1| + |z — 23] = ¢ wobei 21,22 € C und ¢ > |z — 29
A.1.3

Stellen Sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen graphisch dar:

by
Z—_
2

1
—1 <2
2—1—2‘_

Re(iz) < —1 (z=2)(z=2)>1
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A.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

A.2.1

Gegeben seien die folgenden komplexen Zahlen:
w=V2+V2 r=3+4 y=4+3i =142

a) Berechnen Sie mit diesen Zahlen folgende Ausdriicke:

Ty . _ Tz
- = y+w z—=x —
Yy w—y

rt+y w-—=z

iy

Berechnen Sie aus den Ergebnissen von ¥ und % den Ausdruck: o g
b) Bestimmen Sie die Polarform von w, z, y und 2. Berechnen Sie damit zyz, 2,

c¢) Berechnen Sie den Betrag der Zahlen.

A.2.2

Berechnen Sie die komplexen Losungen z,z der quadratischen Gleichung 22 +
2z 4+ 4 = 0. Stellen Sie die Losung in Polarform dar. Berechnen Sie den Ausdruck:

(z—21)(2 — 22) -

A.2.3

Gegeben sind die komplexen Zahlen u = 3 — i, v = 2 4 7. Berechnen Sie:

Re(u? —v?) + Im <ﬂ>

u—1iv

A.24

a) Schreiben Sie die dritten Wurzeln von 4(1 + iv/3) in der Form a + ib.

b) Berechnen Sie die Quadratwurzeln von —7 + 24i.

A.2.5

Berechnen Sie die 6-ten Wurzeln von —64 und stellen Sie sie graphisch dar.
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Teil II: Losungen und Hinweise

1 Einfiihrung - Losungen und Hinweise

1.1 Awussagenlogik
1.1.1
1.1.2
1.1.3

Hinweis: Ordnen Sie den Eigenschaften des Urlaubsortes Variablen zu, Am Meer
A in den Bergen B ..., und vereinfachen Sie die Aussage durch Umformen.

1.2 Vollstindige Induktion
1.2.1

n2

1.2.2

Hinweis: Vgl. Vorlesungsbeispiel 2" > n3

1.2.3
1.2.4
1.2.5
1.2.6
1.2.7

Hinweis: Beachten Sie, dass in der Formel die Zahl 2 jeweils mit n bzw. n+1 expo-
nentiert und nicht multipliziert wird.
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1.2.8
1.2.9
1.2.10
1.2.11

Hinweis: Verwenden Sie das Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten:

n—+1 n n
= 1<k<
()= ()4 (7)) mhemazen

Hinweis: Leiten Sie aus der Anzahl der moglichen Diagonalen D(n), die von jedem
Eckpunkt starten kénnen (unter Beachtung der Redundanzen), die Gesamtanzahl
ab. Betrachten Sie die neu entstehenden Diagonalen (D(n + 1) — D(n)) bei Hinzu-
fiigens eines Punktes zu einem bestehenden n-Eck und entwickeln Sie daraus eine
Rekursionsbeziehung. Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion die Richtigkeit der
gefunden Losung.

1.2.12

1.2.13
1.2.14
Hinweis: Multiplizieren Sie die Ungleichung mit (2n + 1)(2n + 2).

1.3 Rekursive Definition
1.3.1
1.3.2
1.3.3

Hinweis: Zweistufige Rekursion
Induktionsvoraussetzung:

i< (DY < (T
n—1 4 s Un 4
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1.4 Geometrische Summenformel und Binomialkoeffizient
1.4.1
1.4.2

a) >0, 20 = 2047

b) Zz‘liﬁ 37 = 511),(1)?121

¢) Hinweis: (1 —z)(1 +2) =1— 2% Bsp.1.4.1.

1.4.3
k

1.4.4
a) —2099520

b) 54ab? + 180a°b* + 150a'b* Hinweis: a’r + 5by + 3aby = a®z + (5b + 3ab)y

1.4.5

1.4.6
a) Yo k(}) =n2"' Hinweis: Definition der Binomialkoeffizienten, Bsp.1.2.11

1 antl_1
b) > o k_Jrl(Z) = Tl

1.4.7

11085360, Hinweis: (a —b—¢)" = (a — (b+¢))"
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1.4.8

2 Grundlagen der Mengenlehre - Losungen und Hin-
weise

2.1 Mengenoperationen
2.1.1
Hinweis: A=B< ACBABCA

2.1.2
2.1.3
a) wahr b) falsch c) falsch d) falsch

Hinweis: A — B ist eine andere Schreibweise fiir A\ B

2.14
2.1.5
2.1.6
2.1.7
2.1.8
2.1.9
a) falsch b) falsch c) falsch d) wahr

Hinweis: Um eine (allgemeine) Aussage zu widerlegen reicht es ein (einziges) Ge-
genbeispiel zu bringen.

2.2 Abbildungen und Aquivalenz von Mengen
2.2.1

[ ... injektiv, S ... surjektiv, B ... bijektiv

a) —I, =S, -B
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2.2.3
a) I, =S, =B

b) —I, =S, =B

2.2.4

a) Hinweis: |AU B| = |A| + |B| — |AN B|
b) Hinweis: Vollstdndige Induktion. Betrachten Sie fiir den Induktionsschluss die
Machtigkeit der Potenzmenge P (A)

Al =n+1,A={x,29,...,2p11}, B=A{x,...2,},|B|=n
A=BU{z.},  [P(B)[=2" = P(B)={p, ..,p}
2.2.5
2.2.6
2.2.7
a) abzéhlbar , b) abzahlbar
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2.2.8
3 Die reellen Zahlen - Losungen und Hinweise

3.1 Der Betrag
3.1.1

Hinweis: Umformung unter Verwendung der Signum Funktion.

3.1.3
a) {-1,1,3}
b) das Intervall (0,4)
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3.2 Mengen von reellen Zahlen
3.2.1

3.2.2

3.2.3

3.24

3.2.6%

3.2.7

3.2.8

4 Zahlenfolgen - Losungen und Hinweise

4.1 Grenzwerte

4.1.1

a) aj, ist streng monoton fallend.

b) b, ist streng monoton fallend.

4.1.2
4.1.3
a) lim a,=0, N >101,

n—oo

b) lim b, =2, N > 20,

n—oo

¢) lime,=1, N >42.

n—oo

4.1.4

a) Hinweis: Erweitern Sie mit einem geeigneten Faktor um den Ausdruck (\/n +1- \/ﬁ)
als Bruch mit konstantem Zahler zu schreiben und fiithren Sie dann den Grenz-
iibergang n — oo durch.

b) Hinweis: Beim Einschliefungsprinzip (Satz 4.3.9) geniigt es, dass die Unglei-
chung a, <b, < ¢, fiir alle n > N fiir ein geeignetes Ny € IN gilt.
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4.1.5

a) N =104
b) N =5
4.1.6
4.1.7

n(n+1)
2

a) lim, o a, = % Hinweis: Verwenden Sie > 7 | k =

Hinweis: Bsp.4.1.4 a)

N

b) im0 by =

4.1.8
4.1.9

Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe des EinschlieRungssatzes lim,, ., &/n — 1 = 0.

4.1.10
4.1.11
4.1.12

4.2 Rekursiv definierte Folgen
4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4
4.2.5

a) Hinweis: Mogliche Grenzwerte sind Losungen der Gleichung a® — 3a +2 =0
b) Hinweis: Benutzen Sie a,, > 2 < % <3

d) Hinweis: Verwenden Sie die bisherigen Ergebnisse und den Hauptsatz iiber
monotone Folgen.
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4.2.6

a) Hinweis: Mogliche Grenzwerte sind Losungen der Gleichung a? — a + %1 =0

d) Hinweis: Verwenden Sie die bisherigen Ergebnisse und den Hauptsatz iiber
monotone Folgen.

4.3 Uneigentliche Grenzwerte

4.3.1

4.4 Theoretische Beispiele
4.4.1
4.4.2

5 Reihen mit konstanten Gliedern - Losungen und
Hinweise

5.1 Grenzwerte

5.1.1

Yo (3n+1)1(3n+4) + n(n+11)(n+2) = :. Hinweis: Teleskopreihe

5.1.2
5.1.3
Yo m = 55. Hinweis: Teleskopreihe
5.1.4

S 2= =1/2 Hinweis: Teleskopreihe

n=1 4n2—1
5.1.5

g (- @n+l) _ g

n=1""n{niD) Hinweis: Teleskopreihe

5.1.6
oo n2
Zn:O on = 6
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5.2 Konvergenz, Divergenz

5.2.1

a) Die Reihe ist divergent.

b) Die Reihe ist konvergent.

5.2.2

a) Die Reihe ist absolut konvergent.

b) Die Reihe ist absolut konvergent.

5.2.3

a) Die Reihe ist absolut konvergent.

b) Die Reihe ist divergent.

5.2.4

a) Die Reihe ist divergent.

b) Die Reihe ist divergent.

5.2.5

a) Die Reihe ist divergent.

b) Die Reihe ist absolut konvergent.

5.2.6
5.2.7
5.2.8

Reihe ist konvergent fiir 260 — a > 1, divergent fiir 26 —a < 1.
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5.2.9
5.2.10

a) Die Reihe ist absolut konvergent.

b) Die Reihe ist divergent.

5.2.11
5.2.12
5.2.13
5.2.14

Die Reihe ist absolut konvergent.

5.2.15

5.3 Cauchyprodukt
5.3.1

1
(1—-q1)(1—g2)

5.3.2
1

5.3.3
6 Reelle Funktionen - Losungen und Hinweise

6.1 Beschrianktheit, Definitionsbereich
6.1.1

e D(f og) = (—00,~1/2] U (0, 0)

® D(gof)=(-200)

e D((fog)™") =[0,00\{V2}
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6.1.2

6.2 Stetigkeit
6.2.1
D = (—o00,—-3) U [0,00)

6.2.2
6.2.3
6.2.4
6.2.5
6.2.6%

etwa 6 = 3, (0 < 0.44334)

6.2.7%
6.2.8
6.2.9

D(fog)=(=1,-1/3], D(gof)=[3/2,00)

6.2.10
6.2.10
6.2.11

Jim (V& +a) - V) =0

6.2.12

lim (\/(:z:—i—a)(a:—l—b)—x): ath

T——00 2
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6.2.13
6.2.14
6.2.15

6.3 Gleichméafiige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit
6.3.1

§=1"=4.10"°

6.3.2
6.3.3

10-3
0 < =

6.3.4
6.3.5

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst das Intervall [0,1].

6.3.6
6.3.7
etwa L =1, (L >0.6495)
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6.4 Nullstellen
6.4.1
6.4.2

7 Polynome und algebraische Gleichungen - Losun-
gen / Hinweise

7.1 Nullstellen, Linearfaktoren
7.1.1
7.1.2
7.1.3
7.1.4
7.14
7.1.6
7.1.7
7.1.8

7.2 Interpolation

a) p(z) = —5(2® — 622 + 11z — 3)
2

b) p(x) = (2* — 4z + 3)

74



7.3 Partialbruchzerlegung
7.3.1
7.3.2
7.3.3
7.3.4

8 Elementare Funktionen - Losungen und Hinweise

8.1 Trigonometrische und zyklometrische Funktionen
8.1.1

Hinweis: Verwenden Sie die Additionstheoreme.

8.1.2

a) Hinweis: Entwickeln Sie die rechte Seite nach dem Summensatz.
b) Hinweis: Verwenden Sie die Definitionen von tan bzw. cot und ¢ = £ +

SIS

8.1.3

Hinweis: Verwenden Sie die Additionstheoreme.

8.1.4

ao—g,a1:0,a2:—%,a3—0,a4—%

8.1.5

a) p=+4+49 =53 A o= arctan I

b) p=+v9+36 =45 A a = arctan (—2) = — arctan 2
8.1.6

a), b) Hinweis: Verwenden Sie die Definitionen von tan bzw. cot sowie die Sum-
mensatze.

8.1.7

a), b) Hinweis: Wenden Sie die Funktion tan auf die Gleichung an.
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8.1.8

T = %ﬁ Hinweis: Wenden Sie die Funktion sin auf die Gleichung an.

8.1.9

a) Hinweis: Verwenden Sie die Identititen

) 1 .y tan? x
COS" T = —————, sinfr=—"—
1+ tan?x 1+ tan?x

b) Hinweis: Driicken Sie sinx durch cosz aus.

8.1.10

8.1.11

8.1.12

8.1.13

lim,_, - f(z) = V2, lim, .+ f(z) = -2

Hinweis: Erweitern Sie den Nenner um einen geeigneten Faktor.
8.1.14

8.1.15

8.1.16

a)r=5+kr V =
byz=0 VvV z=1 V z=-1
Hinweis: Leiten Sie aus der Summenformel fiir tan eine Summenformel fiir arctan

her.
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8.2 Graphische Aufgaben
8.2.1

8.2.2

8.2.3

8.2.4

8.2.5

8.3 Exponentialfunktion, Logarithmus
8.3.1

a) 1+log, x

b) 0

8.3.2

Einzige Nullstelle: x = 1.

8.3.3

a) anna)/lne — 1y 4,

b) 2108y /yloga® = 1,

) log,, (a2) log,, (a3) - log,, (1) = 1.
8.3.4

a) r=1und z = 4.

b) x =2

2

8.4 Hyperbelfunktionen
8.4.1

a) Hinweis: Additionstheorem fiir cosh.

¢) Hinweis: Verwenden Sie die Additionstheoreme fiir sinh und cosh, und leiten
Sie daraus ein Additionstheorem fiir tanh her.
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8.4.2
9 Differentialrechnung - Losungen und Hinweise

9.1 Differenzieren

9.1.1
dtan(z) __ 1
dr ~ cos?(x)
9.1.2
2 3 2) J 2 T3 2
b) y =2, =1-(z—1%), y=—-1—(z—m)
c) y=22r—e
9.1.3
nicht def. a<l1 nicht def. a <2
! 0 - B 7a ,O+ = _
J+(0) {0 a>1, Jo7) {0 a> 2.
9.1.4
9.1.5
a)
Flz) = 2ax + b
2vax? +bxr +c
b)
—(2 b
flay= 2ot
2(ax? + bx + )2
¢)
) = (be — 2ad)x + 2¢* — bd

3
2

2(ax? +bxr + )2
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9.1.6
a) f'(x) =

9.1.7

ad — be

J'(x) = (cx + d)?

_ 3244222347122 +1102+10
(22-1)3(z+5)2




1Y o
, = —(sinz) “cosx
sinx

9.1.11

9.1.12
9.1.13

e) Hinweis: Driicken Sie z* mit Hilfe der Exponentialfunktion aus.

9.1.14

) 1(z) = (2 +2)

b) Achtung: f(z) ist an xy nicht stetig.

9.1.15

9.1.16

a), b) Hinweis: Verwenden Sie die Leibnitzsche Produktformel.

n n(k+n=1! _fk—n
¢) [ () = (— 1)ty

9.1.17
a)

(=1D)™a*'sin(az), n=2m—1, meN

(—1)™a*™ cos(ax), n=2m, meN,
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9.1.18
9.1.19

9.2 Differenzierbarkeit, stetige Differenzierbarkeit
9.2.1
9.2.2

9.3 Fehlerrechnung
9.3.1
3.4%

9.3.2
Ar ~ 8.85 10~ °cm

9.3.3
Ah ~24m

9.3.4
9.3.5
AA~2RTAR

9.3.6
9.3.7

9.4 Monotonie, Mittelwertsatz
9.4.1
9.4.2

a) f(z)istauf (2, 00) streng monoton fallend
f

(x) ist auf (—oo, %) streng monoton steigend
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b) f(x)ist auf

U <4J+17T_A74g+17r) U(
2 2

JE

45 —3 45 —1
]2 T+ A, j2 71')

streng monoton steigend. Auf dem Komplement dieser Menge ist die Funktion

streng monoton fallend.

Hinweis: Fallunterscheidung

hz)g(z) >0 < (h(a:)>0 A g(m)>0> v (h(m)<0 A g(:c)<0)

9.4.3
9.4.4%

a) Hinweis: Wenden Sie dazu den Mittelwertsatz fiir f(x) = /1 + z an geeig-

neten Stellen an.
b ¢= /i

9.4.5

9.4.6
L3>3

9.4.7

9.5 Unbestimmte Ausdriicke
9.5.1
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9.5.4

a)%
0

b) Hinweis: r = vk

9.5.5

a)

1 Hinweis: Untersuchen Sie In f(z).
b) 0
1

)
b)
¢) lim, o+ sina™*® = 1
d)

9.5.9

0 Hinweis: Driicken Sie zunichst cot durch sin und cos aus.
e

9.5.10 b) e®

9.

ot

A1
1

N
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10 Lokales und globales Verhalten von Funktionen
- Losungen und Hinweise

10.1 Die Grofienordnung von Funktionen
10.1.1
10.1.2
10.1.3
a) k= V2
b) k=1

10.1.4
10.1.5

10.2 Extremwertaufgaben

10.2.1

| =4v/2m

10.2.2

R = /60

10.2.3

Hohe: \/Li Breite: v/2r

10.3 Kurvendiskussion
10.3.1
10.3.2

Extrema: z=0 V x=-2
Wendepunkte: z1/, = —2 & V2
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10.3.3
10.3.4
10.3.5
10.3.6

11 Iterationsverfahren - Losungen und Hinweise

11.1 Newtonverfahren
11.1.1
11.1.2
11.1.3
11.1.4

Hinweis: Betrachten Sie ein geeignetes Nullstellenproblem.
11.1.5

12 Das Riemannsche Integral - Losungen und Hin-
weise

12.1 Integralrechnung
12.1.1

a) sinz +C

b) —tcos"z+C  Hinweis: Geeignete Substitution

c) sintzisin’e—l L Hinweis: Geeignete Substitution

3sin® z

12.1.2

a=—2

12.1.3

f(v2-1)
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12.1.5
12.1.6
In(sin(z)) + C

12.1.7

1 cos® z 3 cosx 3 . e : :
1S+ e +sx+C  Hinweis: Partielle Integration.

12.1.8

—Larsinh(e™*") + C

12.1.9

a) £z lasin(br) — beos(bx)] + C
b) £ [bsin(bx) + a cos(bx)] 4 C
12.1.10

12.1.11

a) e (l’ . 1) +C b) x+sin(12) cos(z) +C

12.1.12
e®(zt + 23 4+ 22° — 4z +5) + C

12.1.13
5 tan?(z) + C

12.1.14

Stammfunktion:
x arctan(?)

2a?(z? + a?) * 2a3
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12.1.15
xarcsin?z — 2z + 2v/1 — 22 arcsinz + C

12.1.16
r —arcsinzy/1 — 22 + C
12.1.17

. . 2 a2
<§\/1 —z2 4 % arcsmx) arcsinx + W +C

12.1.18

a)

1 22 4
ge2x<sin(x) (2 — gx + %) + cos(z) (22* — gx + %)> +C
b)
_3 ( cosh(—3x) cos(—2z) + 2 sinh(—3z) sin(—2x)> +C
13 3
12.1.19
a) ln|lnz|+C

b) Hinweis: Driicken Sie sinh 2 durch die Exponentialfunktion aus und machen Sie
eine geeignete Substitution.
12.1.20

Hinweis: Berechnen Sie das Integral auf zwei Arten.

12.1.21
12.1.22

e’

5 (cosz +sinz) + C  Hinweis: Zweimalige partielle Integration.

12.1.23

a) zarctan(z) — 1 In(1 + 2%) + C
b) z(ln(x) — 1) + C
¢) zarcsin(z) +v1 — a2+ C
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1
I, = /a:”e”“" sin(x)dxI, = 5(x”ez(sin(m)—Cos(m))—i—nx”_lez sin(x)—n(n—1)I,_o—2nl, 1)

12.1.28
12.1.29
12.1.30
12.1.31

Hinweis: Partialbruchzerlegung

a)

1 1 1 20 — 1
—ln\x—|—1|—6 ln|x2—x+1]+—arctan(x >+C'

3 V3 V3
b)

llm(gz:2 +1) —In(|z|) — L +C

2 222
12.1.32
12.1.33

) 1 1 20 —1
—2ln\:c—1|—|—gln]x—2|+61n|x2—:c+1\——arctan( ° )—i—C’

V3 V3
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12.1.34
12.1.35
12.1.36
12.1.37
12.1.38

S

1
Z(l +3In(x))s + C
12.1.39

@a%_ 6Y/zaV"  6aV®

Ina In®a In®a

12.1.40

ln(l—\/1+ex)+o

1+ 1+ e®
12.1.41
12.1.42
arcsin x arcsin x
- + In | tan <
12.1.43

+C

)I+c

b
+C

a—x
b— t —
(b—a) arcan( x—b)

—+1
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12.1.44

MT+z({(1-2)° 301-2z) 14z
1—x< 5 — 5 + arctan 1—x+0

12.1.45

12.1.46

Hinweis: Betrachtung von drei getrennten Briichen.

x 4 4
In ’tan 5‘ — gcot?’x ~ S5inis +C
12.1.47
12.1.48
12.1.49
12.1.50
12.1.51

12.2 Uneigentliche Integrale
12.2.1
12.2.2
12.2.3%

a

b
¢) Integral existiert fir 2<c<b<3.Fiir2>cVb>3HW = In|=22|
d) HW — 0

) 3
) HW =0

12.2.4 a) —ug(%) b) -1 ¢) Das uneigentliche Integral existiert nicht.

12.2.5 a) HW=2+1n (%) b) HW=0 ¢ HW=0

12.2.6 a) HW=1In2, b) HW=0.
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12.2.7
12.2.8 a)a>-1,b<0 b)a>-1,b>a+1

12.2.9 a) (n—l)# b) %

13 Funktionenfolgen und Funktionenreihen - Losun-
gen / Hinweise

13.1 Konvergenz

13.1.1

13.1.4

- T 3T om 1w
z=remitr>0,¢ € [,

13.1.5

r<el

13.1.6
n="7

13.1.7
13.1.8
x & .
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13.1.9
14 Potenzreihen - Losungen und Hinweise

14.1 Konvergenzradius, Grenzfunktion

14.1.1
a) R=1, f(z) = 2(1_12)2
by R=1, f(z)= 2t

c)R=1, f(z)=1—-2)In(1—-2)+=

Hinweis: Berechnung durch gliedweises Integrieren /Differenzieren.
14.1.2

a) R=00 b) R=27

14.1.3
a) R=00 b)R=e ¢)R=00c d)R=0 e R=1 f)R=1

14.1.4
a)R=e b)R=1 ¢)R=1

14.1.5
a) R=2 b)R=1

14.1.6

a) —1<z<1, f(z):zﬁ
b) i <z<i flz)= 2z(11j22;)3
c) -l<z<l1

14.1.7

Hinweis: V7 =11+ 6
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14.2 Taylorreihen, Taylorpolynome
14.2.1

a)

3 1 — 1\*?
< (4)3* = -
w=(0)7G) ()
b)
1 I/ 1\" ,,
x2+3—§§;(‘§) @
(5/16+9) (1"
Ry<~t— T2 (=
REE 2
14.2.2
a)ﬁ:ZiioZ”’
14.2.3

a), b), d) Hinweis: Machen Sie eine Variablensubstitution z = Z — 2.
¢) Hinweis: Partialbruchzerlegung.

14.2.4
14.2.5

a)

T\n

R

n=0

cos(z) =

3 sl
o

Hinweis: cosz =cos ((z — %) +

14.2.6

a) Hinweis: Additionstheorem fiir sin z,
b) Hinweis: Multiplizieren Sie nunéchst die dritte Potenz aus.
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14.2.8
14.2.9
14.2.10
14.2.11

12812
) \/§364(64!)2
b) 0, Hinweis: Zur Losung ist keine Rechnung notwendig!

Hinweis: Koeffizientenvergleich in der Taylorreihe.

14.2.12
as — %

14.2.13

n 2n)!
agn =0,  agppr = (—1) m

14.2.14
esinx =1 +o+ %ZL‘2 + O(ZL‘4)
14.2.15

Koeffizienten: ag =0, a1 =7, ay = =3, a3 = _gﬂ

Ry(x) = 3 fir/g(x — £)3(—108 cos 3t + 81t sin 3t) dt
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A Die Komplexen Zahlen - Losungen und Hinweise

A.1 Die Gaufi’sche Zahlenebene
Al.1
A.1.2
A.1.3

A.2 Rechnen mit komplexen Zahlen
A.2.1

a)
T 24 + 71
25

24 — 7i
y_ ) y+z’w:4—\/§+<3+\/§>z’
T

25 YT
vy 32v2-24 (V2 -11)i

r4y=71+1), w—z=+v2-1,

z—x:—z—(\/i+4>z',

w—y 29 — 22
b)
w = 4€i7r/4’ T = 56ia’ Yy = 561(71'/2—04)7 2 = \/ge’ﬂ,
4
o = arctan <§> . B =arctanVv/?2
2 5 w 4 . 1 1
= 25v3 i(m/2+48) y — 2 gilm/2—a=B) R Z(Tr/4—o<)’ Lo
TYz \/_e S \/56 - 56 - 5@
wz = 4_[\/562‘(7r/4+5)7 2P = 5565ia7 S8 — 34,88
A.2.2
212 = -1+ \/gfl = 21 = 2€i27r/3’ 29 = 26i47r/3
(z—z21)(z —2) = 22 + 22+ 4
A.2.3
17 _ 108
25 25
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A.24
a) Hinweis: 4(1 +i1/3) = 8¢™/3

A.2.5
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