Analysis I fiir TPH, UE (103.088), WS 2014/15 6. Ubungsblatt (15.12.2014)

. a) [dhnlich zu Testaufgabe aus 2013/14:]

Sei f eine differenzierbare Funktion. Geben Sie fiir e (f (xB))C (c € R) | einen expliziten Formelausdruck
x
an (in Abhéngigkeit von f und f’).
d
b) Beweisen Sie die Identitét . e’ = ¢” (re€R) |, indem Sie von der Ableitungsformel fiir In z ausgehen.
x

c) Fiir zwei differenzierbare Funktionen f(y) und y(z) gelte | f(y(x)) = const.

Geben Sie eine hinreichende Bedingung an f an, so dass gilt y(z) = const.

d2
. a) Seien f und g zweimal differenzierbare Funktionen. Berechnen Sie e f(g(a?))

b) Sei f: R — R eine differenzierbare [un|gerade Funktion. Ist dann auch die Ableitung f’(z) [un|gerade? Beweisen
Sie ein entsprechendes Resultat.

¢) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion ©

. 2.2 —
5sin(3z + bv/z? + €2*) tan( 1_’iu€ggz) + 4 “(f;ﬁ;f
f((lj) = I 30223 7:52—112 . 3z
arccos( M) + arctan(1/x) te 2 arcsin \/;

. a) Seien f und g zwei auf R differenzierbare Funktionen mit f(0) = ¢(0) und f'(z) = ¢'(x) fiir alle x € R. Zeigen
Sie: Es gilt f(x) = g(z) fir alle z € R.

b) Fiihren Sie das Additionstheorem fiir den Sinus auf das Additionstheorem fiir den Cosinus zuriick.

2
c) () Sei z € (—1,1). Differenzieren Sie | f(z) =2 arctanx, g(z) = arcsin (H%)
x

Was schlieflen Sie daraus?

Hinweis: Schreiben Sie ¢’(z) in der Form f/(x) - (...) und vereinfachen Sie.

. Unter welchen Voraussetzungen an die Funktion f(x) existieren die Grenzwerte

- +h)—flz—h . +h)—2 + flz—h

Wie lautet dann jeweils der Grenzwert?

. Berechnen Sie die in UE4, Aufgabe 7 betrachteten Grenzwerte (sofern sie existieren) mit Hilfe der Regel von de
I’Hospital. Geht es auch direkter?

. a) [Priifungsaufgabe, 2013:]

Bestimmen Sie ¢ € R so, dass die Gerade g(xz) = cz den Graphen der Funktion f(x) = Inz an der Stelle
x = £ > 0 beriihrt. Geben Sie auch die Stelle £ an.

b) [Priifungsaufgabe, 2013:] Gegeben sei die Funktion | f(z) = 22 /!

Fiir welches n € N ist f auf ganz R k£ mal stetig differenzierb0 fiir alle £ < n? Untersuchen Sie fiir dieses n
auch das Verhalten von f(+1),

. a) Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass der Graph der Funktion

1
n

fa) = (1+2)

fiir > 0 unterhalb ihrer Tangente an der Stelle x = 0 verldauft. Haben Sie auch einen alternativen Beweis
anzubieten?

(n=2,3,4,...)




10.

b) Die Euler’sche Zahl e ist definiert als lim (1 + %)n. Wir betrachten nun die Funktion

n—oo

Y11 (vgl. UE5, Aufgabe 4).

ft) = (1+1¢)

Zeigen Sie, dass tatsichlich gilt }II% fit) =e.
—
(Das ist ein allgemeinerer Limes als in der Definition von e !)

c) Zeigen Sie, dass die Ableitung der Funktion f(¢) aus b) an der Stelle ¢t = 0 stetig fortsetzbar ist, und berechnen
Sie den entsprechenden Wert f(0).

Hinweis: Schreiben Sie f/(¢) in der Form f/(t) = f(¢) - g(¢) und berechnen Sie tlirr}) g(t).
—

Zusatzfrage: Was folgern Sie daraus fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge ((1 + %)n) gegen e? (Vgl
UES5, Aufgabe 4.)

. Aufgabe zur Fehlerrechnung mit Hilfe von Ableitungen:

a) Frau D. sitzt im Donaupark in der Wiese und misst ihre Entfernung zum Donauturm: ¢ m. Dann misst sie von
ihrer Position aus den Winkel o zwischen Boden und Turmspitze. Daraus errechnet sie die Hohe h des Turmes
(als einfachen Funktionsausdruck in a und «).

Welchen Effekt haben unvermeidliche kleine Stérungen in der Messung von a bzw. « auf das Ergebnis in dem
errechneten Wert fiir h? Welche Standorte von Frau D. wirken sich sehr ungiinstig auf die Genauigkeit des
Ergebnisses aus?

Anmerkung: Bei den Ableitungen von h nach a und « handelt es sich eigentlich um partielle Ableitungen. Dabei
denkt man sich einmal a festgehalten und differenziert nach «, und umgekehrt.

b) Driicken Sie das Ergebnis aus a) mit Hilfe von h (fest, 252m) und « aus. Wie wiirden Sie « in etwa wihlen,
damit die Fehleranfilligkeit moglichst gering ist? Begriinden Sie Thre Wahl.

Anmerkung: Eine allfillige Abhéngigkeit der Messgenauigkeit von der Distanz zwischen Frau D. und dem Donau-
turm haben wir dabei nicht beriicksichtigt.

. [a), b) dhnlich zu Priifungsaufgabe, 2014:]

Zwei Kometen K1, Ky bewegen sich entlang folgender Bahnen in der (z,y) - Ebene:

REACRE t NEZICREN N
o= )= [ le ) wo={30 )= (2] rer
a) Entscheiden Sie, ob die Kometen zu irgend einem Zeitpunkt ¢ € R kollidieren. Falls ja, geben Sie den Zeit-

punkt ¢ = tg.; der Kollision an. Falls nein, geben Sie an, zu welchem Zeitpunkt ¢ = ¢,,,;, die Kometen minimalen
Abstand zueinander haben, und geben Sie den minimalen Abstand an. Gibt es mehrere Minima?

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete Funktion f(t).
b) Untersuchen Sie, ob die unter a) betrachtete Funktion f(¢) auf ganz R konvex bzw. strikt konvex ist.
¢) Berechnen Sie alle Schnittpunkte der beiden Kometenbahnen.
— Worin besteht der Unterschied zu Frage a) ?
— Auf welche Schwierigkeit stoflen Sie hier? Wie gehen Sie damit um?
‘Physik-Aufgaben’:
a) Auf einem unbekannten Planeten wirft ein Astronaut® einen Stein mit einer Geschwindigkeit von 20 m/s senk-
recht nach oben. Nach 10 Sekunden féllt der Stein zu Boden.

e Wie grof} ist — in m/s? — die Beschleunigung auf Grund der Gravitation (also das Analogon zur Erdbe-
schleunigung) auf diesem Planeten?

o Wie hoch fliegt der Stein?
Hinweis: Sie benéstigen ein (sehr einfaches) Integral.

b) Diskutieren Sie die Frage, ob es — bei hinreichend grofier Abwurfgeschwindigkeit — mdoglich ist, dass sich der
Stein vom Planeten wegbewegt und in den Weiten des Alls verschwindet.

IDer Einfachheit halber: Die Kérpergrofie des Astronauten wird vernachlissigt.



