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ANALYSIS I FUR TPH, UE (103.088)
1. Ubungstest (FR, 04.11.2016) (3 Gruppen, mit Lisung)




e Aufgabe 1.

a)

b)

Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl | 2.21 | unter Verwendung einer geometrischen
Summe in einen mdglichst einfachen Bruch um. a): 1 P.
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Geben Sie fiir

einen mdaglichst einfachen Formelausdruck an.

b): 1.25 P.

‘Binomi’:

2 () -

Stellen Sie die aus n Termen bestehende Summe —— +

der ) - Notation dar.
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c): 0.75 P.
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+ % — 1—?’6 + % entspricht dem Fall n =4 (4 Summanden).




e Aufgabe 2.

N3
a) Beweisen Sie, dass fiir alle N € N gilt Z n? > — a): 2 P.

Beweis mittels Induktion:
e Induktionsanfang (N =1): 1>3

e Induktionsschluss N — N +1:

N 5 N 5 5 IND N3 9
dond =) 0+ (N+1)? > 5 H (V1) =

n=1 n=1

(N> +3(N+1)%)

Wl =

= - (N*+3N?*+6N +3)

(N> +3N*+3N+1) =

Wl Wl

b) Sei f eine Funktion, fiir die gilt | |f(k)| < C fiir alle k € Ny | mit einer Konstante C, 0 < C' < 1.

Geben Sie eine Konstante M > 0 an (in Abhdngigkeit von C), so dass gilt

n

> (f(k)F < M firalle n €Ny b): 1 P.
k=0

Abschétzung nach oben durch geometrische Summe:

n

N n . n B 1 — Cn+1 1 o
> () < S S Y= e < g = M

fir alle n € Ny. (Beachte: 0 < C™ < 1, und {C"} ist eine Nullfolge.)




e Aufgabe 3.

a) Gegeben sei die Funktion? f: N— Q,, | f(n)=n— —

Untersuchen Sie diese Funktion (Begrindungen angeben):
(1) Ist [ injektiv??
(ii) Ist f surjektiv? a): 1 P.

f(n)=n—= ist

(i) injektiv, weil ‘strikt monoton wachsend’: Fiir alle n € N gilt

! > n— . f(n)

n+1 n

fln+1) =n+1-

(ii) nicht surjektiv: Nicht jedes y € Q4 wird als Funktionswert angenommen, z.B. y = 1.

1 n
b) Gegeben sei die Folge {a,} mit | a, = (n + )

kn

Fiir welche Werte von k konvergiert diese Folge, und wie lautet thr Grenzwert in
Abhingigkeit von k?*

(k € N beliebig, fest). b): 1 P.

o Fir b =1 gilt

o Fiir b > 1 gilt 1 1

c) Die Folge {a,} sei rekursiv definiert durch | a; =1 und a, = an—;l firn > 1 c):1P.
n

Geben Sie fiir die Folgenelemente a, einen expliziten Formelausdruck in Abhdngigkeit
vonn €N an.®

Es gilt
5 a; = 1

a7 1

“=H T3
a9 1 1

a- = — = =

ST 23 (1.2.3)
as 1 1

CL4 - = e

2 223242 (1.2.3.4)

und allgemein:

2Q, bezeichnet die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen.
3 Hinweis: Uberlegen Sie — wie verhilt sich f(n) mit wachsendem n ?

4 Zur Erinnerung: e = lim ...
n—oo

5 Streng genommen beruht dies auf einem Induktionsargument; Sie sollen dies jedoch nur in informeller Weise durchfiihren.



e Aufgabe 1.

a) Sei f eine Funktion, fur die gilt | |[f(n)| < C fir alle n € N | mit einer Konstante C', 0 < C' < 1.

Geben Sie eine Konstante K >0 an (in Abhdngigkeit von C), so dass gilt

N
> (f(n)" < K fiiralle N €N a): 1 P.

n=1

Abschétzung nach oben durch geometrische Summe:

S e < S I¢Fm) ch—l‘cg 1<%k

a 1-C

fiir alle N € N. (Beachte: 0 < CY < 1, und {C*"} ist eine Nullfolge.)

b) Beweisen Sie, dass fiir alle n € N gilt

Beweis mittels Induktion:

e Induktionsanfang (n=1): $ <1

e Induktionsschluss n — n -+ 1:

n+1 3
2 2 IND 7 o 1,3 2
;k _Zk (n+1)?2 > 5+t _g(n +3(n+1)?%)
1, .
:§(n‘5+3n2+6n+3)
1 n+1)3
>§(n3+3n2+3n+1)—(n§ ) v




e Aufgabe 2.

1 n
a) Gegeben sei die Folge {a,} mit | a, = ( 'r:nn) (m € N beliebig, fest). b): 1 P.

Fiir welche Werte von m konvergiert diese Folge, und wie lautet thr Grenzwert in
Abhingigkeit von m ?!

e Firm =1 gilt

o Fiir m > 1 gilt

1 1 n 1 n 1 n
o= (ntw) = () (eg) =0
mn m m n
——
—0 —e
1
b) Die Folge {b;} sei rekursiv definiert durch | by =1 und b, = = bp_, firk >1 c): 1P.

Geben Sie fiir die Folgenelemente b, einen expliziten Formelausdruck in Abhdngigkeit
von k € N an.?

Es gilt
g b1 - 1
aq 1
h=m Ty
b — a9 . 1 . 1
3 = 32 9232 (1_2‘3)2
as 1 1
42 223242 (1-2-3-4)
und allgemein: 1
b]\ = (A')Z keN
. . n?—1
c) Gegeben sei die Funktion® f: N — Q,, | f(n) =
n

Untersuchen Sie diese Funktion (Begrindungen angeben):
(1) Ist [ injektiv??
(ii) Ist f surjektiv? a): 1 P.

f(n)=n—1 ist

(i) injektiv, weil ‘strikt monoton wachsend’: Fiir alle n € N gilt

> n— . f(n)

‘(n+1) = 1—
f(n+1) n + ] -

(#) nicht surjektiv: Nicht jedes y € Q. wird als Funktionswert angenommen, z.B. y = 1.

! Zur Erinnerung: e = lim ...
n—oo

2 Streng genommen beruht dies auf einem Induktionsargument; Sie sollen dies jedoch nur in informeller Weise durchfiihren.
3 Q. bezeichnet die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen.

4 Hinweis: Uberlegen Sie — wie verhélt sich f(n) mit wachsendem n ?



e Aufgabe 3.

N
N
a) Geben Sie fur Z m=1 ( ) (N € N) | einen mdaglichst einfachen Formelausdruck an.
m J—
m=1 a): 1.25 P.
‘Binomi’:
N N—1 N
N N N .
Nmfl — N™ — N™ 1N7m o — (N 1 N j\p\“
2 () = () = 2 () ()= v
m=1 m=0 m=0
o s 1 2 3 4
b) Stellen Sie die aus n Termen bestehende Summe 9 + 6 + 5 + 6 +... | unter Verwendung
der ) - Notation dar. c): 0.75 P.
1.2 3 .
T » +os T Z T

n Summanden

c¢) Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl | 2.18

Summe in einen mdglichst einfachen Bruch um.

unter Verwendung einer geometrischen

c): 1P.
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5L+ 2+ 3 4+ 2 entspricht dem Fall n = 4 (4 Summanden).




e Aufgabe 1.

a) Die Folge {a,} sei rekursiv definiert durch

ap=1 und a, =

(n —

12
) Qp—q firn >1

a): 1 P.

-~
Geben Sie fiir die Folgenelemente a, einen expliziten Formelausdruck in Abhdngigkeit
vonn €N an.!

Es gilt
a; = 1
(2—1)2 1 1
ay = 52 an_lzz-lzi
B (3—1)2 41 1
BT T T 9T Ty
(4—1) 9 1 1
“E e " T 69 T 16
und allgemein:
an = — neN
n

b) Gegeben sei die Funktion? f: N — Q.

Untersuchen Sie diese Funktion (Begrindungen angeben):
(i) Ist [ injektiv??

(ii) Ist f surjektiv? b): 1 P.

f(n) =n— 25 ist

(i) injektiv, weil ‘strikt monoton wachsend’: Fiir alle n € N gilt

— = f(n)

n

(#) nicht surjektiv: Nicht jedes y € Q. wird als Funktionswert angenommen, z.B. y = 1.

c) Gegeben sei die Folge {a,} mit

o= ()

Fiir welche Werte von k konvergiert diese Folge, und wie lautet thr Grenzwert in
Abhingigkeit von k?*

(k € N beliebig, fest). c): 1P.

o Fir k =1 gilt 117

o Fiir £ > 1 gilt

(erimn) = (o) (1+,) =0
an: —_— R e JR— . _
k2 k2n k2 n

—0 — e

! Streng genommen beruht dies auf einem Induktionsargument; Sie sollen dies jedoch nur in informeller Weise durchfiihren.
2@, bezeichnet die Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen.
3 Hinweis: Uberlegen Sie — wie verhilt sich f(n) mit wachsendem n ?

4 Zur Erinnerung: e = lim ...
n—oo



e Aufgabe 2.

1 4 9 16
a) Stellen Sie die aus n Termen bestehende Summe® 3 + 3 + 1 + = +... | unter Verwendung
der ) - Notation dar. a): 0.75 P.
L 4.9 16 o K
2 3 4 5 B k+1

~\~

n Summanden

b) Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl

Summe in einen mdglichst einfachen Bruch um.

2.09

9
24 =
- 100 *

00 1\

n=1

1002

SR
1003

2.09 | unter Verwendung einer geometrischen
b): 1P.
ppo W _ g 0y 1%
1—-L 79 711 1l

c) Geben Sie fiir

einen mdaglichst einfachen Formelausdruck an.

c): 1.25 P.

‘Binomi’:

n(n+1)"

5 % + % + % + 1—56 entspricht dem Fall n = 4 (4 Summanden).




e Aufgabe 3.

a) Beweisen Sie, dass fiir alle n > 2 gilt | Y k* < n® a): 2 P.
k=1

Beweis mittels Induktion:
e Induktionsanfang (n=2): 12 +2?=5<8=2%

e Induktionsschluss n — n -+ 1:

n+1 n

IND
Z k= Z B+ (n+1)?* < 2+ n+1)?
k=1 k=1

=n*+ni+2n+1
<n*+3n*4+3n+1=(n+1)>° v

b) Sei (a,) eine Folge, fiir die gilt | |a,| < ¢ fir alle n € N | mit einer Konstante ¢, 0 < ¢ < 1.

Geben Sie eine Konstante M > 0 an (in Abhdngigkeit von c), so dass gilt

N
» ar < M firalle NeN b): 1 P.
n=0

Abschétzung nach oben durch geometrische Summe:

N N N 1 _CN+1 1

Yar< Y lalt <Y = o< = M

n=0 n=0 n=0

fur alle n € N. (Beachte: 0 < ¢ < 1, und {¢"} ist eine Nullfolge.)
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