ANALYSIS I FUR TPH WS 2016/17
7. Ubung Ubersicht

Aufgaben zu Kapitel 10 und 11

Aufgabe 1: (%) Eine Ungleichung, zwei Beweise

Aufgabe 2: (%) Untersuchung einer Familie von Funktionen
Aufgabe 3: Kurvendiskussion I

Aufgabe 4: Kurvendiskussion II

Aufgabe 5: Kurvendiskussion III

Aufgabe 6: Eine inverse Kurvendiskussion

Aufgabe 7: Ein geometrisches Optimierungsproblem

Aufgabe 8: (%) Fensterln ?

Aufgabe 9: (%) Numerische Auswertung der Lambert-W-Funktion

Aufgabe 10: Numerische Losung eines konvexen Optimierungsproblems
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(*)

a) Seien z,y > 0 und p > 1 reelle Zahlen. Beweisen Sie die Ungleichung
(z+y) < 2270 (2 +9)

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass die Funktion f(£) = & konvex ist fiir & > 0,
und niitzen Sie dies aus.

b) Fiir den Spezialfall p € N kann man die Ungleichung auch mittels Induktion
beweisen. Dies ist eine freiwillige Wiederholung zum Thema vollstédndige Induk-
tion.

(Der Induktionsschluss ist ein klein wenig tricky.)
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(%) Wir betrachten die von einem reellen Parameter p > 0 abhéngige Familie von
Funktionen

flx;p) = 2Pe™™ fir x > 0.

a) Kliren Sie, ob diese Funktionenfamilie gleichmaf$ig (nach oben) beschrinkt ist,
d.h. ob eine Konstante C' existiert mit

sup sup f(z;p) < C.

p=>0 x>0

b) Falls gleichméflige Beschrinktheit geméfl a) vorliegt, bestimmen Sie die Kon-
stante C.

Andernfalls bestimmen Sie den Wert von

inf sup f(z;p) .

P=0 2>0

c) Zusatzfrage: What about p = 0?7 Was fallt [hnen hier auf?
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Gegeben Sei die Funktion — f(z) = e /el
a) Fiihren Sie fiir f eine komplette Kurvendiskussion durch, plus Skizze.

b) Zeigen Sie: g(z) := f(x + 1) ist eine gerade Funktion.
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Fiihren Sie fiir die Funktion f(z) = 2z —In(1—2?) eine moglichst komplette Kur-
vendiskussion durch.

Hinweis: Man argumentiere, dass es genau zwei Nullstellen geben muss. Eine der
beiden l&sst sich jedoch nicht exakt analytisch bestimmen. Man verwende das Newton-
Verfahren, um sie numerisch zu approximieren.
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Fiihren Sie fiir die Funktionen
a) f(x)=— b)  f(z)=In (2 arctanz)

je eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch.
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Bestimmen Sie eine moglichst einfach gebaute rationale Funktion () mit folgendem
Verhalten im Intervall (0,1):

e 7(x)— 4oo fiir 1 1, mit Pol 1. Ordnung an x = 1

Hinweis: Ansatz r(x) = ’%, mit einem zu bestimmenden (moglichst einfachen)

I
Zahlerpolynom p(x).
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Von einer rechteckigen Marmorplatte ist 150 cm
an der Ecke ein Stiick abgebrochen. Aus
dieser Restplatte soll wieder ein recht-
eckiges Stiick mit moglichst grofler Fléache
geschnitten werden. Wie grofl sind dabei
die Seiten zu wéhlen?

Mafle laut Abbildung. ‘ 20 cm

Iem

180 cm
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(%) Eine 3m hohe Mauer steht im Abstand von 8 m vor einem Gebdude. Ermitteln
Sie die Lénge der kiirzesten geraden Leiter, die, angelegt am Boden auflerhalb der
Mauer, die Front des Geb&audes erreicht.

Hinweis: Eine einfache Formel fiir cos(arctan(x)) konnte hier niitzlich sein.
Stellen Sie die Lénge L der Leiter als Funktion L = L(x) gemaf der Skizze dar.
Numerische Auswertung der Losung am Rechner.
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(%)
a)

b)

Sei W (y) die Umkehrfunktion von y = xe* (z > 0) (die sogenannte Lambert-
W-Funktion). Schreiben Sie ein kleines Computerprogramm bzw. verwenden
Sie den Taschenrechner, um =z = W(y) fir gegebenes y > 0 mit Hilfe des
Newton-Verfahrens numerisch zu approximieren.

Verwenden Sie dies, um den Wert W (1) numerisch zu bestimmen. Wihlen Sie
als Startniherung zg = 0.5 (0.5¢e%° ~ 0.82 ist relativ nahe an 1). Beobachten
Sie den Verlauf der Dezimalstellen der einzelnen Iterierten und das Residuum,
um die Konvergenz zu beurteilen.

Verwenden Sie Thr Ergebnis aus a), um die Ableitungswerte W’(1) und W”(1)
numerisch zu berechnen.
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Sei f: [a,b] — R mindestens zweimal stetig differenzierbar und strikt konvex.
Weiters gelte f(a) = f(b).

a)

b)

Zeigen Sie: f hat genau eine Minimalstelle z,,;, € (a,b).
Hinweis: MWS.
Angenommen, wir konnen den Wert von x,,;, nicht exakt bestimmen. Wir ver-
wenden folgende Idee, um x,,;, numerisch mittels eines Iterationsverfahrens zu
bestimmen (‘SQP - sequential quadratic programming’):
Initialisierung: Wihle einen Startwert € € (a,b).
(i) Bestimme das quadratische Taylorpolynom Ty(x; &) von f an der Stelle .
(ii) Bestimme die Minimalstelle n von Ty(x;¢).
(1ii) Falls | —n| < e hinreichend klein: stop.
Andernfalls: Setze & :=n und mache bei (i) weiter.

Nach Abbruch der Iteration ist ¢ die gesuchte Nédherung fiir die Minimalstelle.

— Es gelte £ € (a,b). Zeigen Sie, dass dann von & ausgehende Iterationsschritt
wohldefiniert ist.

— Uberlegen Sie, auf welches bekannte Iterationsverfahren diese Vorgangsweise
hinauslauft.

Anmerkung: Es kann passieren, dass man nach einem Schritt & — 7 an einer
Stelle n ¢ (a,b) landet. Dann miisste man die Iteration mit einer besseren
Nédherung neu starten oder andere algorithmische Mafinahmen ergreifen (ein
Thema, das in der Theorie der Optimierungsalgorithmen behandelt wird).




