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e Aufgabe 1.

a) Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl 1.02 unter Verwendung einer geometrischen Reihe
in rationale Darstellung um. [a): 2.5 P.]
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b) Sei0 < k < n. Geben Sie einen expliziten Formelausdruck an fiir den Wert von (n Z >/<k :L_ 1>

(Hinweis: Vereinfachen Sie dies basierend auf der Definition des Binomialkoeffizienten. ) [b): 1.5 P. ]
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k+1
¢) Sein € N. Driicken Sie den Wert von H k——'—l mittels eines Binomialkoeffizienten aus.
k=2

[e): 2 P.]

Hinweis: Sie sollen hier nicht Induktion verwenden, sondern einfach das ‘Muster’ richtig erkennen.
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d) Beweisen Sie Ihr Resultat aus ¢) mittels Induktion (Induktionsanfang bei n = 1).

[d): 1 Extra-P.]

e Induktionsanfang (n = 1): leeres Produkt = 1 = 1(1; b

e Induktionsschluss n — n+1:
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e Aufgabe 2.

a) Berechnen Sie den Wert der Summe Z 2k 3n=F | n € N beliebig.
k=0

Das Ergebnis ist als Differenz zweier natiirlicher Zahlen darzustellen. [a): 2 P.]

Umformen in geometrische Summe:
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b) Zeigen Sie mittels Induktion, dass die Zahl | 6" — 1 | fiir alle n € N durch 5 teilbar ist.

[b): 2.5 P.]

e Induktionsanfang (n=1): 6' =1 =5
e Induktionsschluss n +— n+1:
6" —1 = (6" —6")+ (6" —1)
= (6-1)6"+ (6" —1)
2 5.6"+5k fireinkeN
= 6" — 1 ist ebenfalls durch 5 teilbar. v

1
¢) Die Folge {a,} sei rekursiv definiert durch | @ =1 und a, = (1 — —) p_1, n>1
n

Entscheiden Sie, ob die Folge {a,} eine Nullfolge ist. Ist die Reihe ) | a, konvergent? [c): 1.5 P.]

Anmerkung: Ein bisschen rechnen, dann erkennt man es. (Streng formal gesehen ist das ein — sehr
einfaches — Induktionsargument.)

Es gilt
1 1 2 1 3 1
Ay = —a; = — as = — Qs = — ay = —az = — Uusw.
2 9 1 9 ) 3 3 2 3 ’ 4 4 3 4 9
Also mittels offensichtlichem Induktionsargument:
1
{a,} = {—} ist Nullfolge.
n

Die Reihe > 7  a, ist divergent (harmonische Reihe).




e Aufgabe 3.

a) Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Z 2n ' [a): 2.5 P.]
"n
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b) Untersuchen Sie die Funktion | f: N— B, f(n) = o 1 auf Injektivitat und Surjektivitit.
n
(Hier bezeichnet B die Menge aller rationalen Zahlen b € [0, 1].) [b): 3.5 P.]

e f ist injektiv:

fn)=f(m) < Z+i = Z+i < n=1)(m+1) = (m—-1)(n+1)
& (n—=1)(m+1) = (m—1)(n+1)
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S n—m=m-n & n—m=0 <& n=m

— Oder: Man argumentiert, dass f strikt monoton wachsend ist, d.h.,
n n—1

fln+1) = == > o = f)

wegen nn+1) > (n—1)(n+2)
N—— —_—
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— Oder ganz direkt:
n+1-—2

2
fn) = —— = 1- strikt monoton wachsend.
n+1 n+1

e f ist nicht surjektiv, da nicht alle b € B als Funktionswert auftreten, z.B. b = 1.
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e Aufgabe 1.

—1
a) Untersuchen Sie die Funktion | g: N— A, g¢g(n) = 1 o] auf Injektivitdt und Surjektivitdt.
n
(Hier bezeichnet A die Menge aller rationalen Zahlen a € [0, 1].) [a): 8.5 P.]

o f ist injektiv:

& Z; —Z; s (m—1m+1) = (m-1)(n+1)
& (n=1)(m+1) = (m—-1)(n+1)

=

nm+n—m-—1=mn+m-n-—1

g(n) = g(m)

S n—m=m-n & n—-—m=0< n=m

— Oder: Man argumentiert, dass g strikt monoton wachsend ist, d.h.,

(1) = > 2 = ()
n = = g(n
J n+ 2 n+1 g
wegen
s nn+1) > (n—1)(n+2)
—— ——
n2+4n n24+n—2
— Oder ganz direkt:
1-2 2
g(n) = nEome 1-— strikt monoton wachsend.
n+1 n+1

e ¢ ist nicht surjektiv, da nicht alle a € A als Funktionswert auftreten, z.B. a = 1.

o 1k
b) Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Z f— [b): 2.5 P.]
~ 3 k!
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e Aufgabe 2.
1
a) Sei0 < m < n.Geben Sie einen expliziten Formelausdruck an fiir den Wert von (n + )/( Z 1)
m m

(Hinweis: Vereinfachen Sie dies basierend auf der Definition des Binomialkoeffizienten. ) [a): 1.5 P.]
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( n > B n! B nlm!(n —m+1)!  (n—m)(n—m+1)
m+1 (m+ D! (n—m—1)!

unter Verwendung einer geometrischen Reihe
[b): 2.5 P.]

b) Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl | 1.03

in rationale Darstellung um.
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H L mittels eines Binomialkoeffizienten aus.

c) Sein € N. Driicken Sie den Wert von |
L=
= fc): 2 P.]

Hinweis: Sie sollen hier nicht Induktion verwenden, sondern einfach das ‘Muster’ richtig erkennen.

T+ 3 4 n+1 (n+1!/2  nn+1)  [(n+1
’ 2 n—-1  (n—-1! 2 B

- 9

d) Beweisen Sie Ihr Resultat aus ¢) mittels Induktion (Induktionsanfang bei n = 1).
[d): 1 Extra-P. ]

e Induktionsanfang (n = 1): leeres Produkt = 1 = w v

e Induktionsschluss n — n+1:

ﬁj—l—l md n(n+1) n+2  (+1)(n+2) (n+2 /
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e Aufgabe 3.

5" —1

a) Zeigen Sie mittels Induktion, dass die Zahl

fiir alle n € N durch 4 teilbar ist.
[a): 2.5 P.]

e Induktionsanfang (n=1): 5' =1 =4

e Induktionsschluss n — n+1:

5n+1 -1

ind

=

_ (5n+l - 5n) + (5n - 1)
— (5-1)5"+
= 4.5"4+4k furein k €N
5" — 1 ist ebenfalls durch 4 teilbar.

(5" 1)

v

b) Die Folge {b,} sei rekursiv definiert durch | b; =1

n—1

und bn:( )bn_l, n>1

n

Entscheiden Sie, ob die Folge {b,} eine Nullfolge ist. Ist die Reihe Y -, b, konvergent? [b): 1.5 P.]

Anmerkung: Ein bisschen rechnen, dann erkennt man es. (Streng formal gesehen ist das ein — sehr

einfaches — Induktionsargument.)

Es gilt

2
53: 352

Also mittels offensichtlichem Induktionsargument:

(b} — {i} ist

T

Die Reihe Y7 | b, ist divergent (harmonische Reihe).

Usw.

Nullfolge.

¢) Berechnen Sie den Wert der Summe

3 Zn: 27 5n
j=0

, n € N beliebig.

Das Ergebnis ist als Differenz zweier natiirlicher Zahlen darzustellen.

[c): 2 P.]

Umformen in geometrische Summe:
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