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— Keine elektronischen Hilfsmittel. Arbeitszeit: 90 min. —

1 FAMILIENNAME 1 Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Ihre persinlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefSlich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Die Grife der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. Uberlegen Sie zuerst bzw. machen
Sie sich separate Notizen, bevor Sie IThre Losung samt Herleitung eintragen.



e Aufgabe 1. | B
a) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (an), mit | a, = — Z (1 + —)
n n
k=0

n—1 1
a): 1.25 P.

Verwende geometrische Summenformel:
Eo1 (143" -1

n—1

1 1 1\~ .
fE (1—|—7> — T = (1—»—7) -1 > e—1 fir n—o0
n = n n (1+)-1 n

Ay
n-l fiir n > 2

b): 1.5 P.

ap=1 und a, = 1+

b) Die positive Folge (a,) sei rekursiv definiert durch
ap <2 | fur alle n € N.

(i) Beweisen Sie, dass gilt

(ii) Verwenden Sie Aussage aus (i), um den Grenzwert der Folge zu bestimmen. (Berufen Sie sich auf ein

bekanntes Prinzip. Sie konnen (ii) beantworten, ohne den Beweis fiir (i) gefiihrt zu haben.)
1) ist klar, da a; =1 < 2.

(i) — Beweis durch Induktion. Der Induktionsanfang (n

— Induktionsschluss n — 1 — n:
v

anp = 1+

. IND 2
Il " 142 <2 fiir n>2

n n

(ii) Verwende Einschliefungsprinzip :

Laut Definition der Folge und mit (i) gilt

1 <ap <by, i =1+—,
= :
lim a, =1
n—oo
o0 :En
—— | konvergent bzw. divergent?
¢): 1.25 P

c) Fir welche Werte x > 0 ist die Reihe I
nn
(Genaue Begriindung!) n=
oo xn
Verwende Quotientenkriterium: Z a, mit a, =
nn
n=2
l,n—&-l
(41 In(n+1) Inn
= o = r
an x In(n+1)
—_———
Inn — 1 fiir n—oo

= Die Reihe ist
e konvergent fiir z < 1

e divergent fiir z > 1

Grenzfall = 1: Ebenfalls divergent, denn ), % ist divergente Minorante.




e Aufgabe 2.

a) Die Gleichung 23— 22 —924+9=0 | hat offenbar die Losung z; = 1. Berechnen Sie die beiden

weiteren Losungen. (Alle Losungen sind reell. ‘Erraten’ gilt nicht als Losung!) a): 1 P.

Verwende Polynomdivision:

x"3 - x"2-9x+9 / x -1 = x"2 -9
- x"3 - x72
0 -9x+9
- -9 x+9
0

Also: Division durch = — 1 ergibt den Quotienten 2> — 9 mit Rest 0.
= x3 =3, 23 =—3.

2
b) Eine einfache Approximation der Funktion | f: [0, 5] = [0,1], f(z) = cosx | ist gegeben durch | g(z) =1 —4 x—z
T

Kann man daraus auch eine Approzimation der Umkehrfunktion von f konstruieren, und wie lauten die
beiden Funktionen f~1(y) und ¢~'(y) ? Bitte prizise begriinden! b): 1.5 P.

Ebenso wie f(z) = cosz ist die Funktion ¢(z) =1—4 > auf [0, 5] strikt monoton fallend,

s
und ¢: [0, 5] — [0, 1] ist daher bijektiv.
~»  Bestimmung der Umkehrfunktion ¢~ !(y) ~ f~'(y) = arccosy:

Auflosen der Gleichung ¢(z) = y nach z fir y € [0, 1]:

2 2
ar 2 _ T
1 47T2 y & o 4(1 Y)

mit der nichtnegativen Wurzel

c) Sei p(z)=14+arx+asx®+...a,2" ein Polynom vom Grad k (k € N).

-1
Berechnen Sie den Grenzwert | lim V@) - 1 (n e N) c): 1.5 P.

z — 0+ €T

Ausdruck vom Typ ’0/0’. Anwendung der Regel von de 'Hospital ergibt

g ED L )T @) (p(O)" 1 p(0) =

1 al
z—0+ x x—0+ 1 n n




e Aufgabe 3.

a) Bestimmen Sie die alle Werte der Konstanten a so, dass die Funktion | f(z) = a2”® + 23 | einen Wendepunkt
an der Stelle x = 0 hat. a): 0.75 P.

Aus f/(a;):Qaa:—i—Sa;Q, f"(x)y=2a+6x, f"(x)=6+#0

folgt
08 a=20

b) Gegeben sei die Funktion | f: (0,00) = R, f(z) = 2* + 22 | Offenbar gilt lim, | o f(z) = lim, 1 f(2) = co.

(1) Ist f [strikt] konver? (Begriindung!)

(ii) Wie lautet die grofite Konstante b > 0, fur die gilt f(z) > b fir allex > 07 b): 0.75 P.
(i) Erste und zweite Ableitung: 9 6
f’(:v)zQx——S, f”(a:):2—|-f4
x x

f"(xz) >0 fiir alle z >0 = f ist strikt konvex.

(ii) Nullstelle der Ableitung (Minimalstelle von f):
r=1, mit f(1)=2, f"(1)>0
= f(x) > 2 fur alle x > 0, und f(z) > 2 — ¢ fiir alle z > 0 und beliebig kleine £ > 0.

Aber: Die gesuchte Konstante b existiert nicht.

c) Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare, bijektive Funktion f: R — R, y = f(x). Es gelte durchwegs
f'(z) > 0 oder f'(z) <O.
(i) Driicken Sie die erste und zweite Ableitung der Umkehrfunktion x = f~'(y) mittels der Ableitungen
von f aus. c): 2.5 P.
(ii) Angenommen, f ist strikt konvex. Wie sieht es diesbeziiglich fiir die Umkehrfunktion f~! aus?

(i) Kettenregel anwenden:

—1\/ 1 . o o £—1}/ _ 1 (1
(f T) (y) = W) (dies folgt aus 1= (fo f71) (v) = f'(f ') - (/') ()
N J) = — 1 g p—1 . —1\/ _ f//(fil(y))‘
= ()" TE. U w) - () W) FUw))

X
(ii) ‘f strikt konvex’ bedeutet f”(z) > 0 fiir alle 2. Daher folgt aus (i) :
— f~1ist strikt konkav fiir f/ > 0 (d.h., fiir f strikt monoton wachsend): (f_l)// <0.
(Beispiel: f(z) =e*, f~(y) = Iny. Hier ist (f_l)//(y) = —1/y%)
— f~ 1 st strikt konvex fiir f/ < 0 (d.h., fiir f strikt monoton fallend): (f~1)” > 0.
(Beispiel: f(z) =e™*, f~!(y) = —Iny. Hier ist (f_l)”(y) = +1/92.)




