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Aufgabe 1.

Gerlinde Kaltenbrunner besucht eine Silvesterfeier am Kahlenberg. Der spiralférmige Verlauf ihres
Aufstiegs von Dobling aus ist gegeben durch

8sin (%)
r(t) = [ 8cos (51
Lrts
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a) Geben Sie die von Gerlinde zuriickgelegte Wegstrecke zwischen ¢ = 0 und ¢ = 4 an.

Hinweis: Substituieren Sie das Integral geeignet.

b) Gerlinde schiefit zur Belustigung der anderen Géste zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Silvesterrakete
genau gegen ihre Bewegungsrichtung ab. Der Betrag der Geschwindigkeit der Rakete ab dem
Abschusszeitpunkt betragt |Vgakete|] = 200. Geben Sie die Bahnkurve rgagere () an. Nehmen Sie
eine geradlinige, gleichformige Bewegung der Rakete an (keine Umwelteinfliisse wie Gravitation,
Luftwiderstand, Explosion).

c) Die Ebene E sei die Normalebene auf den Tangentenvektor an Gerlindes Bahnkurve zur Zeit ¢t = 4
durch den Punkt r(4). Zu welchem Zeitpunkt ¢ schneidet die Rakete diese Ebene?

d) Wie weit ist Gerlinde zum Beginn ihres Aufstiegs (¢ = 0) vom Punkt (-4,3,3) entfernt.

LOSUNG

a) Berechnung der Bogenléinge:
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b) Der Geschwindigkeitsvektor der Rakete entspricht einem Vektor parallel zum negativen (da ” gegen

die Bewegungsrichtung”) Tangentialvektor von Gerlindes Bahnkurve zur Zeit t=0 mit der Linge
200 (also |VRakete| = 200).
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Der zu diesem Vektor parallele Vektor mit der Léange 200 ist offensichtlich

—200
VRakete = 0
0
Also gilt fiir die Bahnkurve der Rakete
0 —200
Y'Rakete = I'(O) + VRakete t=18]+ 0 t
0 0

Tangentenvektor und Ortsvektor von Gerlinde zur Zeit t=4:

—27 0
r(4)=1 0 r(4) =[-8
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Ebene mit n - X = n - P ergibt 2z + 2z = gw. Schnittpunkt mit Ebene-Rakete: Wegen der
Bewegungsgleichung der Rakete ergibt sich direkt y = 8 und 2z = 0. Einsetzen dieser Werte in
die Ebenengleichung ergibt = = —%W. Die Rakete erreicht diesen Punkt zur Zeit 200t = %’/T, also

_ T
L= 150-

Gerlinde befindet sich zur Zeit t = 0 bei

Der Abstand zum gegebenen Punkt ist
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Aufgabe 2.
Gegeben sei das Feld

6x%y? + cos
Fle) = (God T ont).

4yx® — xsiny

Nehmen Sie als bekannt an, dass F ein Gradientenfeld ist.

a) Machen Sie sich die Tatsache, dass F ein Gradientenfeld ist, durch Uberpriifen der Integrabi-
litdtsbedingung plausibel.

b) Gegeben sind Punkte P, = (1,0), P, = (1,1), P = (2,1), P, = (2,0). Durch Zusammenfiigen
der geradlinigen Strecken P,Pj, PP, P,P; entsteht eine Kurve C' von P, nach P (Skizze!).

i) Geben Sie eine Parametrisierung von C' an.

ii) Berechnen Sie das Kurvenintegral von F entlang C.

c) Gegeben sei eine Kurve C' mit der Parametrisierung

t+cost)e’” —t(1 — L)e™ — Lcost

r(t) = ( ) == " . tel0,7]
Ssint ecosht

Berechnen Sie ¥(0) und ¥(7) und geben Sie den Wert des Kurvenintegrals von F entlang dieser

Kurve C an!

Hinweis : Verwenden Sie b)

LOSUNG
a) Die Integrabilittatsbedingung fiir F lautet
So Bl = o o). )
Wegen
ng(:r,y) = 1229 —sinx
dy
0

%Fy(x,y) = 122y* —sinx

ist (1) fiir alle z,y € R erfillt.

—
b) i) Eine mogliche Parametrisierung rq () fiir die Strecke P, Ps ist
2 0
I'1(t)=P4+t(P3—P4): 0 +1 A tG[O,l]
Analog erhélt man Parametrisierungen ra(t) und rs(t) fir P3Py bzw. PyPy:
). tep
) . tel0,1].
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Will man eine Parametrisierung r(¢) der gesamten Kurve C, miissen wir die einzelnen
Strecken geschickt zusammenfiigt werden:

I'l(t), te [0, 1]
r(t) =qra(t—1), te]l,2]
r3(t—2), tel23].

ii) Das Kurvenintegral von F entlang C' ist definiert durch

/CF dr = /03 F(r(t)) - r'(t)dt.

Da aber F ein Gradientenfeld ist, hiigt der Wert des Kurvenintegrals nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab und wir kénnen die (relativ umsténdliche) Berechnung des
obigen Integrals umgehen, indem wir statt C' die direkte Verbindung von P, mit P, also

die Strecke P, P, wihlen. Deren Parametrisierung ist (zum Beispiel)

ﬂﬂ:fﬁ+ﬂPp<&):<3>+t(Bv, t e [0,1].

Damit ergibt sich

LF&zéﬁFﬂzL%ﬁ@Mﬂ@ﬁ:AE(%?)(F)ﬁzéiﬁﬁzﬁ.

c¢) Die Kurve C hat den Anfangspunkt P, und den Endpunkt P;. Da F ein Gradientenfeld ist, ist
der Wert des Kurvenintegrales von F entlang C' gleich dem entlang einer beliebigen Kurve mit

demselbem Anfangs- und Endpunkt, zum Beispiel der geraden Strecke P P,. Also erhalten wir

/F~dr:/ F-dr:—/ F . dr = +1.
c PP PP

Bei der letzten Gleichheit haben wir das Resultat fm F - dr = —1 aus ii) verwendet.






Aufgabe 3. Das Kraftfeld F ist gegeben durch das Gradientenfeld

312z — 2y
Vu(z,y,2) =F(z,y,2) = | 49°> — 2z
> +9

a) Berechnen Sie alle moglichen Potentiale u(z,y, z).

b) Am Punkt (1,0,2) soll das Potential u(x,y, z) den Wert u(1,0,2) = 5 haben. Legen Sie u(z,y, z)
so fest, dass diese Bedingung erfiillt ist.

c) Ein Massepunkt bewegt sich vom Raumpunkt (1,0,0) entlang der Parabel y = 22 — 1 bis zum
Raumpunkt (0, —1,0) und zuriick entlang der Gerade

0 1
r(t)=[-1|+¢(1
0 0

Berechnen Sie die Arbeit, die das Feld entlang der Parabel und die Arbeit, die das Feld entlang
der Geraden verrichtet. Fiithren Sie dabei explizit beide Integrationen aus und interpretieren Sie
die beiden Ergebnisse.

LOSUNG

a) uy = [ Fydr =23z — 2zy + Ci(y, 2)
uy, = [ Fydy = 3y* — 2zy + Cs(x, 2)
u, = [ F.dz =22 + 9z + Cs(x,y)

Forderung: u, = u, = u.
= C1 =39y°+ 92, Co =232+ 92, C3 = —2zy + 3¢°

u(z,y,z) =2z — 2zy + 34° + 92 + C

Es gibt unendlich viele Potentiale, die jeweils durch die Konstante C bestimmt sind. Man kann
den Nullpunkt des Potentials also beliebig wihlen ohne die physikalische Grofle, das Kraftfeld, zu
andern.

b) Durch die Bedingung in der Angabe ist die Konstante C eindeutig bestimmt.
4
u(1,0,2) =20+C =5 C=-15 u(x,y,z):x3z—2xy+§y3+9z—15

¢) Da in einem Gradientenfeld iiber eine geschlossene Kurve integriert wird, erwartet man, dass ins-
gesamt keine Arbeit verrichtet wird.

¢, Fds



Erster Teil des Weges:

y=a2-1
dy = 2xdx
z=10

[ (3222 — 2y)da + (4y* — 22)dy =
J2((=2(2 = 1))dx + (4(2% — 1)? — 22)2wdz =
i (—82° — 162% + 62 + 8z — 2)dw = —%

Zweiter Teil des Weges:

0 1
s(ty=|-1]+¢t[1
0 0

[(=2ydz + (49> — 22)dy) = [, (2 — 2t) + (4 — 10t + 4¢%))dt = 1

$.Fds=—-14+1=0

Aufsummieren der Wegintegrale bestétigt die Erwartung, dass das Integral iiber den geschlossenen
Weg und somit die verrichtete Arbeit Null ist.






