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Aufgabe 1.

Der Bereich B wird von dem Paraboloid 2? + y? = 42 — 4 und der Ebene z = 2 begrenzt.

Die rechte Hilfte des Paraboloids By (in der x > 0 ist) besitzt konstante Dichte p. Die linke Hilfte
By (z < 0) ist ebenfalls homogen, jedoch mit der doppelten Dichte: 2p.

Weiters sei die Masse mp von B gegeben: mp = 3mp.

Berechnen Sie die z-Koordinate des Schwerpunkts von B.

Gehen Sie dazu folgendermafien vor:

1. Denken Sie sich nun B in seine Hilften B; und Bs geteilt, siche Abbildung 1. Geben Sie
Ungleichungen fiir die Grenzen Ihrer Integrationsvariablen in B; sowie in By an.

2. Berechnen Sie die z-Koordinate des Schwerpunkts von B mit Hilfe der Integrale [ B prdV und
/ B, 2pzdV.

By By

Abbildung 1: Skizze zweier Schnitte des Paraboloids

LOSUNG

1. Nach Substitution in Zylinderkoordinaten mit z als Drehachse ergibt sich fiir die Grenzen ¢, r
und z von B; und B, geméf} obiger Skizze:
Grenzen von Bj:
—m/2<p<7/2, 1 <z2<2 0<r<+Vdz—4.

Grenzen von By:
T/2<@<3m/2, 1<2<2 0<r<+v4z—4.



By

I
I
—_
=

oy

3 _
<< T

MIE]
IN
AS)
VAN

IR

Abbildung 2: Skizze zweier Schnitte des Paraboloids

2. Unter Beriicksichtigung der Funktionaldeterminante r» und dem transformierten Integranden
x = rcos p ergibt sich fiir das Integral {iber Bs:

3n/2 2 pAz—4d
/ x2pdV = 2,0/ / / 2 cos pdrdzdy
B 2 J1 Jo

37 /2 2 Iz—d
= Qp/ cos cpdgo/ / r?drdz
w/2 1 Jo

9, [2
= —Z?p/ (4z — 4)%dz = (Nach Substitution 4z — 4 = v)
1

P 5 32p
=2l (845 = 227
(8 —4)2

Das Integral iiber B; ist &hnlich zu berechnen. Man muss nur 2p durch p ersetzen und das

Integral iiber ¢ neu berechnen: fj{iQ cos pdp = 2. Daher ist [, 22pdV = 2.
Die z-Koordinate des Schwerpunkts ergibt sich nun indem man die Summe dieser beiden Inte-

grale durch die Masse von B dividiert:

[, 2pdV + [ x2pdV - 32p 32
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Aufgabe 2. Drei Differentialgleichungen verschiedenen Typs.

a.) Gegeben sei die nichtlineare Differentialgleichung

2

;Y
_y 1
zy' =1 — (1)

mit der Anfangsbedingung

yle) = -1, (2)

wobei mit e die Eulersche Zahl bezeichnet werde. Geben Sie die Losung y = y(x) von (1) und
(2) an. Verwenden Sie die Methode der Trennung der Variablen.
Hinweis: Auftretende Integrale lassen sich mittels Substitution 16sen.

b.) Gegeben sei die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
16y" + 24y" + 9y = 0. (3)
Geben Sie die allgemeine Losung von (3) an.
c.) Gegeben sei das skalare Feld
®(z,y) = In(72* — 5x + 3) sin(y?). (4)

Geben Sie eine exakte Differentialgleichung an, die (4) als erstes Integral besitzt.

LOSUNG

)
xy = =
Inx

y 1
y?2  xlnz

dy_/ dz
y2 ) zlnz

Die Integrale werden nun wie folgt gelost.

d 1
—32/:—7 und
Y y

d = d
/Ile_{ dé = %}:x }_/f—ln]ﬂ—i-c—ln]lnx\—i—c_

Einsetzen ergibt daher

1
——=In|lnz|+¢
)

B 1
~ In|lnz|+c



Mit der Anfangsbedingung (2) gilt nun

1 1 1

yie) In|lne| +¢ In|l|+¢ c

Also erhélt man ¢ = 1 und die Losung lautet somit

1

ylz) = CInflnz|+1

b.) Das charakteristische Polynom von (3) lautet
16A% + 24X\ + 9 = 0.

Mittels der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen erhélt man die doppelte Nullstelle
A = —2. Die allgemeine Losung von (3) ldsst sich daher durch (siche Skriptum)

y(z) = Ae™3/%% 4 Bye3/4 (A, B € R)
darstellen.

c.) Die allgemeine Form einer exakten Differentialgleichung, die das Skalarfeld ® = ®(x,y) als
erstes Integral besitzt, lautet

p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0,

wobei 9% 9%
pry) =G, md gy =G

gilt. Damit sind also nur die partiellen Ableitungen von ® zu berechnen und man erhélt
0P (14z — 5)sin(y?)

= — = d
P, y) ox Tr2 —5x + 3 A

P
q(z,y) = g_y = 2In(72* — 5z + 3)y cos(y?)

und damit die Differentialgleichung

(14z — 5) sin(y?)
Tx? — 5 +3

dz + 2In(7z* — 5z + 3)y cos(y*)dy = 0.






Aufgabe 3.

a) Die Kurve C sei gegeben durch

V3u?cosu

C, = {rl(u) = | V3ulsinu |, OSUSUend}'

U3

Man gebe die Parametrisierung 7; dieser Kurve nach der Bogenlinge an.

b) Gegeben sei das ebene Vektorfeld F(z,y) = (v.(z,y), ¢,(z,y)) mit p(z,y) := 72%y?, und die
ebene Kurve durch 7(7) = (z(7),y(7)) := (74/7,+/7). Man bestimme den Wert des Kurvenin-

tegrals
I(t) = / F - dr
C(t)

entlang des Kurvenabschnittes C(t) = {r(7), 0 < 7 < t}, als Funktion in Abhéngigkeit von t.

LOSUNG

a) Bogenlidnge als Funktion von u:

w 2\/31)0051)—\/511251111)
s(u) —/ |7} (v)| dv, mit [r](v)] = | | 2vBuvsinv+v3vicosv || = ... = 2V3vV1+02,
v=0

3v?

s(u) = 2V3 vV1+v2dv = [Substitution 1+ v* = ¢, 2vdv = d¢]

v=0

1+u? f% 1+u? 3
-V =1 \/Ed£:\/§? ¢=1 :%§<(1+UQ)2_1)'

g 2 -

Inversion dieses Zusammenhanges (Auflésen nach s > 0) ergibt

u:u(s):\/<1+‘/7§s>§—1,

und Einsetzen in die gegebene Parameterdarstellung fiir C; ergibt die Parametrisierung iiber
die Bogenlénge als 71(s) = r1(u(s)).

b) Laut Angabe ist F' = Vg ein Gradientenfeld =

1(t) = p(r(t) — p(r(0) = 7 (Vi) (VI =0 =715






