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Aufgabe 1.

a) Der Korper K ist definiert durch die Ungleichungen

1
x2+y2+z2>1, Pyt A<, z > 0.

Erstellen Sie eine Skizze, geben Sie die den Korper K definierenden Ungleichungen in Kugelko-
ordinaten an und berechnen Sie die Grofle

/ el E gy
K

b) Betrachten Sie nun den Koérper K’, der sich vom Korper K aus a) nur dadurch unterscheidet,
dass er von z > 0 anstatt von z > 0 begrenzt wird. Berechnen Sie erneut die Grofie

/ &+ gy
c¢) Berechnen Sie fiir das Gebiet K", gegeben durch die Ungleichungen

22 4+ y* < R?, z >0,

die Grofie

/ sin(z® 4 y?)e * dV.

Hinweis fir a) und b): Um die Begrenzungen in z- und x-Richtung in Kugelkoordinaten zu
tibersetzen, betrachten Sie, wie Sie die Winkel wdhlen miissen, damit z bzw. x laut Koordinaten-

transformation jedenfalls positiv bleibt.

LOSUNG
Fiir a) und b) bieten sich aufgrund der angegebenen Grenzen der Gebiete Kugelkoordinaten an, fiir

¢) Zylinderkoordinaten.

a) Das Integral lautet wie folgt:
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Da der Integrand nicht von ¢ abhéngt, ergibt die Integration nach ¢ nur einen Faktor 7.

b) Fiir K’ gelten die Grenzen

1
§<r<3, 0<p<2m, 0<19<g.

3
Da der Integrand e@ +tv*+2)2 rotationssymmetrisch ist, ist der Integralwert iiber jede mogliche
Kugelhilfte gleich (man muss also gar nichts rechnen). In der Rechnung zeigt sich das auf folgende
Art und Weise:
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Aufgabe 2.
a) Gegeben sei die Differentialgleichung

1
y/:e_y<—+1>.
T

Berechnen Sie die Losung y(z) mit der Bedingung y(1) = 1.
b) Geben Sie fiir die Differentialgleichung

20" + 4y + Ay =0

den Wert der Konstante A an, sodass das charakteristische Polynom der Gleichung nur eine
Nullstelle besitzt. Wie lautet in diesem Fall die allgemeine Losung y(t) der Gleichung?

LOSUNG

a) Die Losung ist mittels Separation der Variablen bestimmbar (laut (5.39) im Skriptum).

dy (1
A 241
dz ‘ (x i )

/eydy = /(l—kl) dz +C
x

¢/ = lmex+z+C
y(x) = In(lnz+az+C).

Um die Bedingung y(1) = 1 zu erfiillen, muss die Konstante C' entsprechend bestimmt werden:
y(1)=1 = In(ln1+1+0C)
et = 14+C
C = e—1
Die Losung ist somit

y(z) =In(lnz+z+e—1).

b) Fiir die gegebene Gleichung lautet das charakteristische Polynom (Gl. (5.20) im Skriptum) und
seine Nullstellen

IN+4N+ A

A
Mz =—1%4/1- 7.



Damit das Polynom nur eine Nullstelle besitzt, muss die Diskriminante verschwinden, daher ist
A =2und A = —1. Die allgemeine Losung lautet (siche (5.24) im Skriptum)

y(t) = C’left + Cgteit.



Aufgabe 3.
Gegeben sei folgende Differentialgleichung:

(6xy + 32°y — 62) do + (32° + 2°) dy = 0. (1)
a) Zeigen Sie, dass diese Differentialgleichung exakt ist.

b) Bestimmen Sie die Gleichung ®(z,y) = ¢, die von allen Losungen der Differentialgleichung erfiillt
wird.

c¢) Bestimmen Sie ¢, sodass die durch ®(z,y) = ¢ gegebene Losung durch den Punkt (1,2) geht.

d) Wie viele Losungen erhalten Sie fiir ¢ = 0?7 Geben Sie die Losung(en) = = x(y) explizit an.
(Hinweis: Losen Sie die in b) erhaltene Gleichung nach x auf.)

e) Ist die Differentialgleichung
y?e*™ dx +e** dy =0 (2)

exakt?

LOSUNG
a)

(6xy + 32y — 62) dv + (32° +2°) dy = 0.
~ ~ ~——
a(z,y) b(z,y)

Uberpriifen der Integrabilititsbedingungen ergibt

a, = 6+ 327
b, = 6x+ 322

Da a, = b, ist die Differentialgleichung exakt.

b) Man erhilt durch Integration von a(x,y) nach x und b(z,y) nach y das erste Integral ®(z,y) der
Differentialgleichung:

O(x,y) = / (62y + 3%y — 62) dv = 32°y + 2°y — 32° + C(y),
O(z,y) = / (3% + 2°) dy = 32y + 2’y + O(x).
Zusammengefasst ergibt das:
O(x,y) = 32y + 2%y — 32° = c.

c¢) Einsetzen des Punktes (1,2) in ®(z,y) ergibt ¢ = 5.



d) Auflssen der Gleichung 3x%y + 2%y — 32% = 0 nach z ergibt die Lésungen:
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y e dx+ e dy=0.
a(z,y) b(z,y)

Uberpriifen der Integrabilititsbedingungen ergibt:
ay, = 2ye*”
b, = 2%,

Da a, # b,, ist die Differentialgleichung nicht exakt.



