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Aufgabe 1.

a) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der gegen den Uhrzeigersinn laufenden Kurve r(t), die
im Bild durch die dicke Linie angegeben ist. Dabei sei der Radius beider Kreise gleich r = 4,
sowie die Mittelpunkte gleich M; = (2,0) und M, = (—2,0). (Achten Sie darauf dass, falls die
Parameterintervalle sich iiberschneiden, eines der Intervalle verschoben werden muss.)

Hinweis: Beachten Sie, dass vy ein Winkel in einem gleichseitigen Dreieck ist und ¢ = m—-y, sowie
cos () = -1,
b) Berechnen Sie das Kurvenintegral des Vektorfeldes F' = VT mit
T(x,y) =2°+ 2y
entlang der Strecke von a = (1,0) nach b = (3, —3).

c¢) Berechnen Sie

/ coszsinz dx
sowohl mit partieller Integration als auch mit der Substitutionsmethode der Integration. Argu-
mentieren Sie anhand des Ergebnisses, warum in diesem Spezialfall beide Methoden funktionieren.

LOSUNG

a) Ki = (4cosp+2,4sing), ¢ € (=X, &)
Ky = (4cosy —2,4sin7), v € (3,%)

Die Intervalle von ¢ und ~ iiberschneiden sich noch. Verschieben des zweiten Intervalls um %
ergibt

—21 2
(4dcost + 2,4sint), te (%,%)

T(t) - ™ T T
(1eos (1-7) ~2asin (1- 7)) ve (3.n)

b) Da es sich bei F' um ein Gradientenfeld handelt ist das Kurvenintegral

/Fdr:T(b)—T(a):33+2(—3)—13:27—6—1:2O.
C



Die direkte Berechnung des Kurvenintegrals ist etwas komplexer.

1 2
Aufstellen einer Parameterdarstellung des Weges: r(t) = (()) +t < 3) , te(0,1)

F=VT = (322, 2)

/CFdr - /OIF(r(t))-r’(t) dt:/ol <3<1+2t);> - (_2) dt =

1 1
= /(6(1+4t+4t2)—6) dt:/ (24t + 24¢%) dt =
0 0

1
— 122 +8t3‘ — 1248 =20
0
¢) Mit partieller Integration:
/smxcosx dr = sinxzsinz — /cos:z:smxdm
u v u v u’ v
Z/Sinmcosxdm = ginzsinz

: L.,
sinzcosrdr = Esm xZ.

u=sinx
du = cosz dx

Mit Substitutionsmethode:
/ du
= [ ucoszx
CcoS &

/sinmcosmdm =
1 1

= /udu: —u? = —sin’z.
2 2

Es funktionieren beide Integrationsmethoden, da sich die Stammfunktion F(x) = %sin2 x eben-
falls sowohl mit Kettenregel (als Potenz) als auch mit Produktregel (als Produkt) ableiten ldsst.
Kettenregel:

u(z) = sinz
F(x) = %u(yc)2
F'(z) = %Qu(x)u'(x) = sinx cos
Produktregel:
f(z) = sinz
g(x) = sinx
Fa) = & f(@)le)
F'(z) = %(f’(x)g(x) + f(x)d'(z)) = %(cosxsinx + sinz cos x)

= sinxcosz



Aufgabe 2.

a) Berechnen Sie

Y —
de + ——— d
/cx2+y2 e

wobei C' = {r(t) = (cost,sint), 0 <t < 2r7}.
Begriinden Sie aufgrund des Ergebnisses, ob das verwendete Vektorfeld ein Gradientenfeld ist.

b) Berechnen Sie den Schwerpunkt S des Drahtstiickes mit der Parameterdarstellung 7(t) = (¢,4v/¢,21nt)
a <t < bund der Massendichte p(z,y, z) = 3zez in Abhingigkeit von a und b. (Sie miissen nach
Berechnung des Integrals nicht die Grenzen explizit einsetzen; es reicht, wenn Sie nach dem un-
bestimmten Integral |° schreiben.)

IP p(r () (1) (t) dt
LP p(r ()] (6)] dt

Hinweis: S = . Beachten Sie auflerdem, dass |r'(t)]* ein vollstindiges Quadrat

erqgibt.

LOSUNG
a)

27 o . .
Y —x , 1 sint —sint
dr + ———dy = F(r(t)) -r(t) dt = _— . dt
/0362+y2 ‘ x4+ y? Y /0 (r(£)) - () /0 sint + cos? t (—cost) ( cost)

2m c .2 2 2m
- t t
_ / (sin”t + cos® t) dt:/ 1 dt:—t‘?f — _9r.
0 0

sin?t + cos2 t

Das Vektorfeld ist kein Gradientenfeld, da das Integral iiber eine geschlossene Kurve nicht null
ist.

b) (6) = (L22.,20), [POR =142+ 4=(1+2% (o)) =(1+2)

Berechnung des Nenners:

b 2 b b
/ <1 - ;) 37 dt = / (3t 4 6t) dt = (1> + 3t?)

a

Berechnung der einzelnen Komponenten des Zéahlers:

b

b b
3
T = / (3t* + 6t)t dt = / (3t% + 6t%) dt = (Zt“ + 2t3)

a

b ’ 2 2 b
y = / (3t2 + 61)4V/t dt = / (12V15 + 24V/13) dt = (12 : ?\/15_7-1- 24 . 5\/15_5)

b b b
z:/(3t2+6t)21ntdt:6/ t21ntdt—|—12/ tint dt

N N

1 11




a

b b1 1 1 b
—/ —t?dt = -t3Int — =t
a J, 3 3 9

b b
1 b 1,1 1
/tlntdt:—t21nt —/ —22dt = —t*Int
; 2 a J, 2t 2

Ergibt insgesamt fiir den Schwerpunkt:

b b1 1 1 b
—/ —tdt=|=t’Int — —t>
o J, 2 2 4

a

34 3b
“tt ot
i,

2 2 b
12-?\/17%—24-5\/15_5

b 1 1
12 (Int=t> — =¢?
a) * <n 2t T

b
a
b

1 1
6(Int=t>— =
(n:s 9

g —
(3 + 3t2)

a



Aufgabe 3.

Felix Baumgartner plant seinen néchsten Sprung von der ISS. Zur Flugzeitoptimierung untersucht

er die Kurve
tTL

r(t) = | +% (1)

3t"

mit noch festzulegendem n € N. Die Kurve beschreibt den Verlauf des Sprunges fiir 0 < ¢ < 1. Felix
mochte eine Flugbahn mit moglichst geringer Lénge finden.

a) Verifizieren Sie, dass die Punkte r(0) und r(1) unabhéngig von n sind (Felix mochte auf jeden
Fall am selben Punkt abspringen und ankommen).

b) Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve r(t) zwischen r(0) und r(1).

c) Welches n sollte Felix wihlen, damit die Flughahn mdoglichst kurz ist? Berechnen Sie auch den
euklidischen Abstand zwischen r(0) und r(1).

Hinweis fir b): Um das im Laufe der Rechnung auftretende Integral fiir die Bogenlinge berechnen zu

kénnen, heben Sie t"~1 = V/t22=2 qus der Wurzel heraus.
LOSUNG
a)

0" 0
r(0)=| 0% | =[0
2.0" 0
1" 1
r(l)=| 1% | =11
2. 1n 3

b) Zunéchst berechnen wir |r/(¢)]:

mf”_l
() = | e
3ntn1

9 9
Y1) = Jr) () = \/ P22 4 2 g2 =t 10+ S

Dann lautet die Bogenlange wie folgt:

/ds = /|r )| dt = /nt” 1\/10+ m it
— 94n ul d 4 ul
10+ it / - 1\/_9 u :_/ Jidu
uo tn—l 9 uo

du = nt” 1dt
343 8010

- 1
up ] 9 3/2
1 t —_— =
27<0+4 ) TR




¢) Da die Bogenldnge nicht von n abhéngt, ist die Wahl von n nicht relevant. Der euklidische Abstand
der Punkte |r(1) — r(0)] = V12 + 12 + 3% = /11 ~ 3.32 ist um einiges kiirzer als 22 ~ 12.70.
Felix” Analyseansatz ist also generell nicht gut geeignet, die kiirzeste Strecke zwischen Anfangs-
und Endpunkt seines Sprunges zu finden.



