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Aufgabe 1.

Hyperbolische Koordinaten sind im 1. Quadranten durch die Transformation

z(u,v) = wve"

y(u,v) = wve ™
definiert, wobei v > 0.
a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante fiir diese Koordinatentransformation.

Berechnen Sie, wie durch die folgende Anleitung gegeben, die Grofie

1
I = | —dxdy,
ALY

wobei A die zwischen den Kurven
1 4
Ciry=ax, Cyry=éla, Cy:y=—, Ciiy=-—
x x
eingeschlossene Fléche ist.
b) Skizzieren Sie den Integrationsbereich.

¢) Transformieren Sie die Kurven, die die Flidche begrenzen, in die neuen Koordinaten. Setzen Sie
dazu die Transformationen in die Kurvengleichungen ein und zeigen Sie, dass letztere die Form
u = const bzw. v = const annehmen.

d) Berechnen Sie [ mithilfe der gegebenen Koordinatentransformation.

LOSUNG

a) Die Funktionaldeterminante lautet

(9a:((u,v) axgu.,v) el o
det ay?@ 85;(951)) - det (_Ue_u €_u> — 2U.

ou Ov
b) Skizze

¢) Durch Einsetzen der Transformation ergibt sich

y=x — ve " =wve"

u =0,
y=ex — ve "= eve"
u=—1,
1
y=— — ve "'=—
T vev
v =1,
4 u
y=—- — ve "=—
T vel



d) Der Integrand in neuen Koordinaten lautet

Dann ist



Aufgabe 2.

a) Bestimmen Sie die Losung(en) y(x) fiir die Differentialgleichung

y = —62"yy(1 — /).
Hinweis: [ \/glfy dy = —2In(1 - /y) +C.

b) Berechnen Sie

durch geeignete Substitution.

LOSUNG

a) Die Differentialgleichung ist mithilfe der Separation der Variablen 16sbar:

e )

\/md% = —6/x2d3:

Hinweis
—2In(l—y)+C = —22°
In(l—-\y) = x?’—i-%
1-Vy = Ce*’

y = (1—Ce™)

b) Das Integral kann durch Substitution gelost werden:

1 1 1 v o= 1-
[t = [ =y, © Y
VY=Y Vyl—=+y U= 55y

1
= —Q/Edu:—anu#—C:—an(l—\/§)+C'

Alternativ:

= u
du = ﬁydy:idy U — u2

= 2/1iudu——2ln(1—u)+C——2hl(1—\/ﬂ)—i-C




Aufgabe 3.
Gegeben sei folgende Differentialgleichung;:

/" T

1
Y Z_Qy'—l— w_Qy:(4—x4), x> 1. (1)

IR
a) Stellen Sie sicher, dass y;(z) = z, y»(z) = 2* — 2 Losungen der homogenen DGL sind.
b) Zeigen Sie, dass {y1, y2} ein Fundamentalsystem der DGL ist.

¢) Bestimmen Sie mittels Variation der Konstanten die allgemeine Losung der DGL.

LOSUNG
a) yi(z) =1, y/(x) =0
yp(x) = 2, yy () = 2
T 1
y1:0— > 1+ - =0,
1+ % 1+ %
z 1 2+ 22— 222 + 22 -2
Ya i 2 — — 27 + 12(:1:2—2): — =0.
b)
wa?—2 2 2 2
Wiyl = || ", "|=2"—a"+2=2"+240 Va.
xXr

Nach Satz 5.4 muss Wy, o] # 0 sogar nur fiir ein x gelten, also ist {y;, 92} ein Fundamentalsy-
stem.

¢) Der Ansatz fiir die Variation der Konstanten ist: y(x) = ¢;(z)y1(z)+c2(x)y(z). Daraus resultieren
die Gleichungen
I:xcd) + (2* — 2)cy, =0,

I1: 1€, + 2xcy = 4 — o™
Driickt man ¢ in der Gleichung I aus und setzt es in Gleichung II ein, erhélt man

(2 +2%)(2 — 2?)
x? 42

2 — x? g P42

Cy +2wdy =4 —1" = d=4—1"=d,=

1
0’2::1:(2—:62):2x—x3:>cgza:2—zlx4.

Fiir ¢; ergibt sich durch Einsetzen in die erste Gleichung

1, 4
v+ (@ =222 =0") = 0= = —(2* =22 =) =2’ —da® +d = o) = 20’ — a4 da

Damit ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

1 4 1
y(z) = ng — §x4 + 42” + <x2 — Zx4) (2% — 2) + dyw + dy(2® — 2).



