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Aufgabe 1.

Eine Steh-auf-Puppe aus Holz (p = 0,59 g/cm?) bestehe aus zwei Halbkugeln mit den Radien
ry = lem und ro = 3cm (siehe Skizze).

a) Berechnen Sie die Masse des Objekts mittels Integration!

b) Wo liegt der Schwerpunkt der Puppe?
Hinweis: Es gilt:

1
S=— [ rav.
V/LT

LOSUNG

a) Die Masse des gegebenen Objekts ergibt sich als Summe der Masse der kleineren Halbkugel (m)
und der Masse der grofieren Halbkugel (ms),

m = mi + Mmas.

Die Masse kann mittels eines Volumsintegrals iiber die Halbkugel ermittelt werden. Dabei wihlt
man am besten gedrehte Kugelkoordinaten, bei denen die ausgezeichnete Achse mit der ausge-
zeichneten Achse des Systems (= der y-Achse) iibereinstimmt,

y = rcos(f),
r = rsin(f)cos(o),
= rsin(f)sin(¢).



Die Funktionaldeterminante dieses Koordinatensystems ist dieselbe wie jene von Kugelkoordina-
ten. Daraus ergeben sich die Massen zu:

my = ///rsm ) dr df do

= - 27r—(— cos(6))|” 2””

)

2
me = / // r? sin(0 drdegb—pmaQ.

Schlieilich erhalt man

2 2
m:pg(ri’—i—'r’g) :0,59-§-28g.

Bemerkung: Wenn man die Formel fiir das Volumen einer Kugel kennt (Vx = 47”" ), folgt daraus
direkt die Masse des Objekts:

1% V) 2 o
_P%—FP% _Pg(rl +73) = 0,59 Bl 28g = 34.599¢.

Wie man aus der Skizze entnehmen kann, ist die Massenverteilung des Objekts in z- und z-
Richtung vollig symmetrisch. Daraus folgt direkt

0
s=1s,
0

Zur Berechnung der Position des Schwerpunkts entlang der y-Achse, verwendet man am besten
wieder gedrehte Kugelkoordinaten, bei denen die y-Achse ausgezeichnet ist, siehe a).

Bei der Berechnung von S, zerfillt der Integrationsbereich in eine Integration iiber die kleinere
Kugel (K7) und in eine Integration iiber die grofere Kugel (K5).

S, = %(/ de+/2de>
= (/ / /Zﬂrcos )r? sin(6 drd9d¢+/ //%TCOS )r sm()drd@dgb)

- 2; (41/0 cos(f) sin(9) df + —= 1 /; cos(0) sin(0) d9> .

Unter Beriicksichtigung von
z 0 1 1
/ cos(f)sin(f) dd = ‘u = cos(@)) = —/ udu = / udu= -,
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folgt daraus

2 11 31 80 20
Syzvﬂ(r—l~——r—2-—) 7T(14—34)Cm4:——Wcm‘l:——ﬁcm.

Das Endergebnis erhélt man unter Verwendung von V' = %:

80w 15
m= —— cm.
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Aufgabe 2.
Gegeben sei die Differentialgleichung

2
<§x3 + 2yx> dr — 22% dy = 0.

a) Zeigen Sie, dass diese Differentialgleichung nicht exakt ist.
b) Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor a(x).

c) Losen Sie obige Differentialgleichung unter Verwendung der Methoden zur Losung exakter Diffe-
rentialgleichungen und verifizieren Sie die von Thnen gefundene Losung y(x) durch Einsetzen.

d) Berechnen Sie die spezielle Losung, welche die Bedingung y(2) = 0 erfiillt.

LOSUNG
a) Durch Vergleich mit p(x,y) + q(z,y)y'(z) = 0 erhélt man:

2
pay) = 2+ 20,
Q(l’a y) = —2332.
Einsetzen in die Integrabilitdtsbedingung g—’; = g—g ergibt:
Ip 9q
— =2 — =4 2.
ay U Bz T2

Diese Differentialgleichung ist nicht exakt.

b) Man soll einen Faktor a(z) bestimmen, so dass folgende Differentialgleichung exakt ist:

a(z)p(x,y) dv + a(x)q(z,y) dy = 0.

Es muss also gelten ag;” = —ag; :
J(pa) J(qa) 9\
=2 = —4 —2 .
oy ra(z), 5 za(x) + (—2x%)d'(x)

Man kann nun eine Differentialgleichung 1. Ordnung aufstellen, welche mittels Separation der
Variablen gel6st werden kann:

2za(r) = —4wa(z) — 22%d (z)
—%a(:c = d ()
W sar
In(a) = —3In(x)
1



¢) Man 16st die eben ermittelte exakte Differentialgleichung (% +2%) — 2y/(z) = 0, indem man das

Potential ®(z,y) bestimmt:
2 2 2
O(z,y) = / (— + 2%) de+C(y) = -o — ?y + C(y)
2 2
O(z,y) = /—;dy +C(a) = —?y +C(a)

2
— O(z,y) = gx— —.

Probe durch Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung:

2 2 c 2
gx?’ + (—Cx + ga:z) r — 217 (—5 + g) = 0.

d) Die gesuchte spezielle Losung ergibt sich zu:

4 2 2
Y =0 — —C+:=0 — yl)=—r+=.



Aufgabe 3.

Ein gedampfter linearer Oszillator bestehe aus einer punktformigen Masse m = 1kg, die an einer

Feder héngt, welche durch die Federkonstante k£ = 10% und die Dampfungskonstante r = 2%
charakterisiert ist. Eine auslenkende Kraft f(t) = 26e™3 N wirke auf die Masse.

d)

Geben Sie die Differentialgleichung an, welche dieses System beschreibt.

Bestimmen Sie die Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und iiberpriifen
Sie, dass diese ein Fundamentalsystem bilden.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung.
Hinweis: Machen Sie fir die Partikuldrlosung einen Ansatz, der beziiglich seiner Struktur der
Inhomogenitdt dhnelt.

Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems u(0) = up = 1m, 4(0) = vy = 0

@[3

LOSUNG

a)

b)

Man erhilt die Differentialgleichung, indem man ein Kriftegleichgewicht fiir dieses System auf-
stellt (siehe auch Skript Formel (5.30)),

mi(t) = —ku(t) —ru(t) + f(t)
i = —10u — 2u + 2673
i+ 20+ 10u = 26e 2.

Die Losung der zugehérigen homogenen Differentialgleichung i + 24 + 10u = 0 ergibt sich wegen

b=\ o= VIOs, p= =151 = p<w
m 2m

zu

up(t) = e ?(Cycos(wt) + Cysin(wt), mit w=4/w? —p?=3s"
=  up(t) = e H(C)cos(3t) + Cysin(3t)).

Die Fundamentalmatrix des Systems lautet

v (ul(t) u_z(t)) _ (_6_ e~ cos(3t) et sin(3t) )

ur(t)  s(t) tcos(3t) — 3etsin(3t) —e 'sin(3t) + et cos(3t)
Damit ein Fundamentalsystem vorliegt, muss gelten det(Y') # 0Vt > 0.
det(Y) = —e " cos(3t) sin(3t) + 3~ cos(3t)? + e~ * cos(3t) sin(3t) + 3e > sin(3t)? = 3¢

Die Exponentialfunktion ist, unabhéngig vom Argument, immer positiv. Es liegt also tatséchlich
ein Fundamentalsystem vor.



c¢) Fiir die Partikulérlosung kann man folgenden Ansatz verwenden:
u,(t) = CeM.
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich daraus:

AN2CeM +20CeM +10CeN = 2673 =— A= -3
9Ce™ 3 —6Ce ™ +10Ce 3 = 2673
13C = 26 =—C =2.

Die allgemeine Losung der Gleichung lautet:

u(t) = up(t) + uy(t) = e (Cy cos(3t) + Cosin(3t) + 2¢ .

d) Ermittle die Losung des Anfangswertproblems:
u0)=0C,+2=1 —=C;=-1
Unter Verwendung von
u(t) = C1(—e " cos(3t) — 3e ' sin(3t)) + Cy(—e "sin(3t) + 3e " cos(3t)) — 6~

erhalt man weiters: .

Die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich zu:

u(t) =e™* (— cos(3t) + gsin(?)t)> + 2e73,



