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Aufgabe 1. (10 Punkte)

Ein zweidimensionaler homogener Krapfen K enthélt eine Fiillung E aus inhomogener Erdbeermar-
melade aus kontrolliert biologischem Anbau. Die Flache K besteht aus allen Punkten (x,y), die

x? x?
§+y2§4 und §+y221 (1)

erfiillen und hat die Dichte px = 1. Die Fiillung E besteht aus allen Punkten (z,y), die

2

%+y2<1 (2)

erfiillen und hat die Dichte pg(x,y) = 3 + x. Ziel ist die Bestimmung des gemeinsamen Massenmit-
telpunkts von K und E. Gehen Sie dazu schrittweise vor:

a) Zur Berechnung der Integrale ist eine Koordinatentransformation (z,y) — (r, ¢) der Form

= ar cos ¢
y = brsin ¢

niitzlich. Uberlegen Sie, wie a und b zu wihlen sind, damit die Ungleichungen (1) und (2) nach
der Transformation eine besonders einfache Gestalt annehmen und geben Sie die Ungleichungen
fiir die Grenzen von K und F in den neuen Variablen (r, ¢) an'.

b) Berechnen Sie die Funktionaldeterminante der Transformation (z,y) — (r, ¢).
c¢) Berechnen Sie die Masse M = [, px dA+ [ pr(x,y)dA des gesamten Krapfens (K U E).

d) Der Massenmittelpunkt S des gesamten Krapfens K U E ist definiert durch die Formel

M\ [ypx dA+ [ype(z,y) dA

Berechnen Sie S unter der Verwendung der obigen Transformation. Stellen Sie Symmetrieiiberlegungen
an, um die Rechnung zu vereinfachen!

LOSUNG

a) Einsetzen der Koordinatentransformation in Gleichung (1) ergibt:

2
a
57“2 cos® ¢ + b*r?sin® ¢ < 4

Dies legt die Wahl a = 3, b = 1 nahe. Damit transformieren die Gleichungen (1) und (2) zu

r? < 4, r?>1 und r* < 1.

'Wie bei herkémmlichen Polarkoordinaten verlangen wir, dass r positiv ist und ¢ im Intervall [0, 2] bleibt. Zu
bestimmen sind die zusétzlichen Einschrinkungen, die sich durch die Integrationsbereiche K und E ergeben.



b) Fiir die Jacobi-Matrix erhalten wir

d(x,y)  (3cos¢ —3rsing ANw,y)\
N < sing  rcos¢ ) = det (8(7“,(;5)) =

¢) In den neuen Koordinaten erhalten wir pg(r, ¢) = 3 4 3r cos ¢. Damit ergibt sich

M = / / 3r-1dg dr—i—/ / (34 3rcos¢) dpdr
r=1J ¢= 0J ¢=0
1
—67r/ rdr+187r/ rdr—i—9/ / 2 cos ¢ de dr
1 0 r=0J =0

= 3mr?|? 4+ 97r2|, — 0 = 97 + 97 = 18

d) Zur Integration iiber K: x ist ungerade in sich selbst und die Dichte ist eine Konstante. Weiters ist
der Integrationsbereich symmetrisch beziiglich Spiegelung an der y-Achse. Daher ist der Beitrag
des Integrals iiber K zu S, gleich 0. Analog dazu ist auch der Beitrag des Integrals iiber K zu S,
gleich 0.

Auch F ist symmetrisch beziiglich Spiegelung an der z-Achse und pg héngt nicht von y ab. Daher
ergibt sich auch fiir den Beitrag von F zu S, ein Integral einer ungeraden Funktion iiber ein
symmetrisches Intervall, und S, = 0.

Daher muss nur eines der vier Integrale tatséchlich durchgefiihrt werden:

1 2
/xpE(x,y) dA:/ / 3r-3rcos¢ - (34 3rcos¢)dedr
E r=0J =0

1 27 1 27
:27/ / rzcosgzﬁdqbdr—i-Z?/ / r3cos2gz$dgz§dr
r=0J $=0 0J ¢=0
2

2 2 T
:0+Z77“4|1 o2 pdg = 7/ cos? ¢ do

$=0 $=0

Nebenrechnung:
2 9 2 2m 2
/ cosqudqb:sin(écosqﬁ‘oﬂ%—/ sin2¢d¢20+/ 1d¢—/ cos® ¢ do
0 0 0 0

2T 27 27
=>2/ cos2¢d¢=/ ldp =21 = / cos’pdp =m
0 0 0

Damit ergibt sich






Aufgabe 2. (10 Punkte)

2.1) Finden Sie eine Losung y(z) der Differentialgleichung
2% (cosy) y(z) = —1
mittels Separation der Variablen.

2.2) Welche Bedingung muss gelten damit eine Differentialgleichung der Form
p(z,y) dz +q(z,y) dy =0

exakt ist?
Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

(1—2%y) dr+2*(y—x)dy =0

nicht exakt ist. Finden Sie einen integrierenden Faktor der Form a(z,y) = p(z), der die Glei-
chung exakt macht. Bestimmen Sie dann eine Stammfunktion und 16sen Sie das Anfangswert-
problem y(1) = 0.

Hinweis: Losungen der Differentialgleichung sind Niveaulinien der Stammfunktion, es reicht
eine implizite Darstellung der Losung.

LOSUNG
a)

2* cosy v (z) = —1

1

cosy dy = —de

) 1
smy = — +c¢
T

1 1
y(r) =sin! (— + c) = arcsin (— + c)
T T

b) Eine Differentialgleichung der Form p(z,y) dx + q(x,y) dy = 0 ist exakt, falls die Integrabi-
litdtsbedingung 3 dp = dq erfiillt ist.
Die leferentlalglelchung (1 — 2%y) dz + 2*(y — ) dy = 0 ist nicht exakt da

dp _dgq
dy T da
Mit integrierendem Faktor u(z) ergibt die Integrabilitéitsbedingung
—2’u(z) = 2zy — 32%) p(x) +2*(y — x) 4/ (2)
(22* — 2zy) p(z) = 2*(y — x) ' (x)

= —2? # 2y — 32°

o ua) = ia)
_2 dr = l du
x f

—2In(z) =In(u) + ¢

ér 2 = p(z) .



(x% — y) dr + (y — x) dy = 0 ist exakt. Wir suchen die Stammfunktion:

/(%_ ) dx:—é—l'y“f'cl(y)

y2
/(y—x>dy=3—wy+02<w)
2
Y 1
) - -
(z,y) 5o T

Losungen der Differentialgleichung sind Niveaulinien der Stammfunktion, also ®(x,y) = c.
Zum Anfangswertproblem y(1) = 0 erhalten wir ¢ = 0 und daher

y: o1
T _ay+1=0.
2 T






Aufgabe 3. (10 Punkte)

3.1) Berechnen Sie die allgemeine Losung y(z) der Differentialgleichung ' = 2zy + x .
3.2) Gegeben ist die Differentialgleichung
y' =2y —3y=0.
Berechnen Sie die allgemeine Losung
y(@) = Cryi(z) + C2y2(2), C1,C2 e R.

Weisen Sie nach, dass Thre Losungen y;(x) und yo(z) linear unabhéngig sind.
Finden Sie die Konstanten Cy, Cy, sodass die Losung y(x) die Anfangsbedingungen
y(0) = 0 und '(0) = 1 erfiillen.

LOSUNG

3.1) Dasist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung mit nicht konstanten Koeffizi-
enten. Fiir die Losung gilt y(z) = yn(x)+y,(z), wobei y;, die allgemeine Losung der homogenen
Differentialgleichung ist und y,, eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.

Es handelt sich aber auch um eine separable Differentialgleichung:

y = z(2y+1)
d
4 = xdx
2y +1
/ Ly / d
= T ar
2y +1 7Y
1 2
Sy +1) = %+E
In(2y+1) = 2> +¢
2y+1 = et
;1
= ce’ — =
Y 2

3.2) Das ist eine homogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Als Ansatz fiir die Losung wihlen wir y(x) = ¢** . Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:

(AN —2X—3) =0.
Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen hat, ist die charakteristische Gleichung
N —2X—-3=0

zu 16sen. Mit \; = 3 und Xy = —1 sind die beiden Losungen y(z) = €3* und yo(x) = ¢~ und
daraus folgt y(z) = c1y1(z) + coya().



Weisen wir nach, dass die Losungen v, y» linear unabhéngig sind. Wir berechnen die Wronski-
Determnante

3x —x
_ _ Yi Y2\ _ € e -2
Wiy (x), ya(x)] = det Y = det ( oy ) = det ( g3t _p-a ) =—4e " #£0

Einsetzen der gegebenen Anfangswerte:

y(0>:0201+C2:>01:—02

1 1
y'(O):1:301—02:>401:1:>01:Z,c2:—Z






