Praktische Mathematik 1 fiir TPH Klausur 1 22.10.2019

1. Betrachten Sie die Kurve C = {r(t): t € [0,7]} und ein Vektorfeld F: R? — R2,
gegeben durch

tcost 6x cosy + 2cosx
ri= (") e = (Mo )

sint —3z?siny — 1
(a) Berechnen Sie die Tangente an die Kurve C fiir den Parameterwert to = 0, sowie
im Punkt (z¢,y0) = (0, 1).

(b) Untersuchen Sie, ob das Vektorfeld F' wegunabhéngig ist und berechnen Sie gege-
benenfalls das zugehorige Potential ®.

(c) Berechnen Sie die Tangentialebene von z = ®(x,y) im Punkt (z¢,y0) = (0, 1).

/ Fdr.
c

(d) Berechnen Sie das Kurvenintegral

Losung.

t: < Zj ) = r(to) +r/(to) - (t — to)

Mit tg = 0 folgt:

r(0) = ( 8 > L) = < cost ~ feint ) L (0) = ( . >

Fiir die erste Tangente ergibt sich damit:

Fir die zweite Tangente im Punkt (xo,y0) = (0,1) muss zuerst der Parameter ¢

ermittelt werden.
0\ [ tocosty o
<1>_< sintg >:>t0_2

r'(%) - < _0% >

Nach einsetzen, ausmultiplizieren und umordnen erhalt man:
2
€T T _ T
to =( 4 t- 2
(5) =01 )+ ()

VxFéo



Oy 6z cosy + 2cosx 0 0

Oy | x —3z2siny — 1 = 0 = 0 |V

0, 0 —6zsiny + 6xsiny 0
09

F=vVd F, =2
(z,y) = o

O(x,y) = /dea: = 322 cosy + 2sinz + C(y)

?;5 = —3x28iny+ ?92 = —3x2siny -1
oC
7:—1 = —
a9y = C(y) y+C

®(z,y) = 3z cosy + 2sinz —y + C
(c) Zuerst bestimmen wir iiber ®(zg,yp) = —1 unsere Konstante bestimmen.
(I)(ajg,y0> =—14+4C=-1=C=0

Nun koénnen wir unsere Werte in die allgemeine Darstellung fiir Tangentialebenen
einsetzen.
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(d) Da unser Vektorfeld wegunabhéngig ist kann das Kurvenintegral am Potential aus-
gewertet werden.

t= (I)(l'o,yo) + vq)(wanO) : ( T >

/CFdr = &(r(m)) — ®(r(0)) = ®(—m,0) — ®(0,0) = 37>

2. Die Bahn eines Teilchens ist durch die Kurve C' = {r(t): t € [0,7]} gegeben. Es ist
bekannt, dass die Geschwindigkeit v(¢) und Beschleunigung a(t) des Teilchens gegeben
ist durch

v1(t) —4e~ 2
v(t) = | 2sin(2t) |, a(t) =1 as(t)
2 cos(2t) as(t)

(a) Berechnen Sie den Positionsvektor r(t), sowie die Geschwindigkeit v(¢) und die
Beschleunigung a(t), wenn gilt



(b)

Zeigen Sie durch Nachrechnen, dass die Bogenlange s = s(t), fiir ¢ € [0, 7], gegeben

ist durch .
s(t) = 2/ Ve 4+ 4+ 1dr. (1)
0

Berechnen Sie im Anschluss s(t), indem Sie das Integral in Gleichung (1) mit Hilfe
der Substitution
u2 —_ e—47’ +1

berechnen, und l6sen Sie das in der Folge auftretende Integral mit Hilfe der Parti-
albruchzerlegung.

Berechnen Sie das Differential der Bogenlinge ds, sowie fiir f: R® — R, gegeben

durch
[y, 2) = Va2 +y* + 22,

| ras

das Kurvenintegral

Losung.

(a)

vi(t) = /al(t) dt =2e% +C
C kann nun aus der Anfangsbedingung bestimmt werden.
11(0)=0—-C=0
Der Geschwindigkeitsvektor v(¢) und Beschleunigungsvektor a(t) lauten damit:
v(t) = (2¢7%,2sin(2t), 2 cos(2t))
a(t) = (—4e *, 4 cos(2t), —4sin(2t))
ri(t) = /vl(t) dt = —e 2+
C1 kann nun ebenfalls durch die Anfangsbedingung ermittelt werden.
r(0)=-1—-C1=0
Analog dazu werden die weiteren Komponenten des Ortsvektors r(t) bestimmt.
ro(t) = /vg(t) dt = — cos(2t) + Cy
r9(0) = -1 = Cy =0
ra(t) = / vs(t) dt = sin(21) + Cs
r3(0) =0—C3=0

r(t) = (—e_Qt, — cos(2t), sin(2t))



(b)
dr = v(t)dt

Das Differential der Bogenlénge ds lautet damit:

ds = \/46_4t + 4sin? 2t + 4 cos? 2t dt

=2Ve *+1dt
t

s(t):/ds:Z/ Ve +1dr
0

f(r)= Ve + cos? 2t +sin? 2t = Ve 41

Das Kurvenintegral wird damit zu:

/fds:2/ Ve 4t 11y e—4t + 1dt
0

™
- 2/ e 4 4+ 1d¢
0

1 T 1 1
= 9(—= —4t t i 2 — = —4m
( 1 + )0 5 + 27 5¢
(c)
dr = v(t)dt

Das Differential der Bogenldnge ds lautet damit:

ds = \/46_4t + 48in? 2t + 4 cos? 2t dt

=2vVe ¥ +1d¢t

Zum Losen des Integrals kann folgende Substitution verwendet werden:

W=V +1eoui-1=¢

2udu = —4e 7 dr

4T

1 u

dr = -
TT w1

du



Damit kann das Integral berechnet werden:

:/ﬁs:z/vQ4T+hh
:_/¢u u

2
u? —1
2

u w—1+1 1
:_/uz—lduz_/zﬂ—l du:—/1+u2_1du
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= —(u—=> [ ——du+- d
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= — —1In
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Ve T+ 141
VT |+
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— Ve T +1 vt titl
¢§—1 2 Ve lm41-1

=—Ve T +1 +7H

3. Sei f: R? = R, gegeben durch

2

f($7y72> = Ze_IQ_y 5
und ein Bereich B € R? beschrieben durch
B={(z,y,2) eR3*: 1 <2 +9*><20<2<4}.

(a) Berechnen Berechnen Sie die Richtungsableitung von f, abhéngig von z,vy, 2z, in
Richtung von
= (1,0,1)7T.
(b) Skizzieren Sie B.
(c) Berechnen Sie das Volumen von B mit Hilfe eines Bereichsintegrals.

(d) Schreiben Sie [ fdV als iteriertes Integral in kartesischen Koordinaten an, ohne
es anschliefsend zu berechnen.

(e) Berechnen Sie [ g fdV unter der Verwendung von Zylinderkoordinaten.
Losung.
(a) Die Richtungsableitung ist gegeben durch

of _ N
%—Vf v

Man benoétigt den Einheitsvektor © des Vektors v:



Fir den Gradienten erhalt man

2.2
—2xze T TY

Vf(.’II, Y, Z) = _2yze—x2—y2
e_x2_y2
und daher
- —$2—y2
0f ! (1) gxze—wz—yQ i (1—2xz)
_ = — . J— yze = — .
ov \/§ 1 e_x2_y2 \/5

(b) Hohlzylinder mit Wanddicke v/2 — 1 und Héhe 4

V= /dV / / / rdrdedz
p=
1
=27-4- <§—§) 4w

V2 V2—x2 4 s 5 1 V1—22 4 s o
/ fdv = / / / ze” U TV dzdy dx—/ / / ze " YV dzdydx
B z=—v2 y:—\/m z=0 r=—1 y:—m z=0



4 2m V2 9
/de—/ / / ze " rdrdpdz =
B 2=0Jp=0Jr=1

\/5 2
:8-27r-/ e rdr =
1

2

Tt =
2rdr = du
2 |V2




